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从 力学 、 物 理学 、 天 文学 直到 化 学 、 生 物 学 、 经 
济 学 与 工程 技术 ， 无 不 用 到 数学 .一 个 人 从 入 小 学 到 
大 学 毕业 的 十 六 年 中 ， 有 十 三 、 四 年 有 数学 课 。 可 见 
数学 之 重要 与 其 应 用 之 广泛 。 

但 提起 数学 ， 不 少 人 仍 觉得 头痛 ， 难 以 入 门 ， 其 
至 望 而 生 情 。 我 以 为 要 克服 这 个 鸿沟 ， 还 是 有 可 能 
的 。 近 代数 学 难于 接触 ， 原 因 之 一 大 概 是 由 于 其 符 
号 、 语 言 与 概念 陌生 ， 兼 之 近代 数学 的 高 度 抽象 与 概 
括 ， 难 于 了 解 与 掌握 。 我 想 ， 如 果 知 道 讨 论 的 对 象 的 
具体 背景 ， 则 有 可 能 掌握 其 实质 。 显 然 ， 一 个 非 数 学 
专业 出 身 的 人 ， 要 把 数学 专业 的 教科 书 都 自修 一 遍 ， 
这 在 时 间 与 精力 上 都 不 易 做 到 。 若 停留 在 初等 数学 水 
平 上 ， 哪 怕 做 了 很 多 难题 ， 似 亦 不 会 有 助 于 对 近代 数 
学 的 了 解 。 这 就 促使 我 们 设想 出 一 套 “ 走 向 数学 ”小 从 
书 ， 其 中 每 本 小 册子 尽量 用 深入 浅 出 的 语言 来 讲述 数 

学 的 某 一 问题 或 方面 ， 使 工程 技术 人 员 ， 非 数学 专业 


的 大 学 生 ， 甚 至 具有 中 学 数学 水 平 的 人 ， 亦 能 懂得 书 
中 全 部 或 部 分 含义 与 内 容 。 这 对 提高 我 国人 民 的 数学 
修养 与 水 平 ， 可 能 会 起 些 作 用 。 显然， 要 将 一 门 数学 
深入 浅 出 地 讲 出 来 ， 决 非 易 事 。 首 先 要 对 这 门 数学 有 
深入 的 研究 与 透彻 的 了 解 。 从 整体 上 说 ， 我 国 的 数学 
水 平 还 不 高 ， 能 否 较 好 地 完成 这 一 任务 还 难说 。 但 我 
了 解 很 多 数学 家 的 积极 性 很 高 ， 他 们 愿意 为 “走向 数 
学 " 撰 稿 。 这 很 值得 高 兴 与 欢迎 。 

承蒙 国家 自然 科学 基金 委员 会 、 中 国 数学 会 数学 
”传播 委员 会 与 湖南 教育 出 版 社 支持 ， 得 以 出 版 这 套 “ 走 
向 数学 "从 书 ， 谨 致 以 感谢 。 
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一 本 书 的 序言 ， 通常 是 读者 最 先 看 却 是 作者 最 后 后 写 的 一 
段 ! 写 毕 全 书 ，. 松 二 口气 ， 我 才干 笔 窟 这 篇 序言 ， 所 以 我 可 以 
告诉 读者 ， 你 将 会 在 这 本 小 书 里 磁 到 件 么 。” 

” 书 的 题目 已 经 说 明了 书 的 内 容 ， 就 是 介绍 波 利 亚 
(Pulya). 计数 定理 和 它 的 应 用 .。 泪 利 亚 计 数 定理 是 枚 举 某 些 有 
限 构 形 个 数 的 一 件 重 要 的 基本 工具 ; 它 计算 子 一 个 置换 群 作 用 
在 一 个 集合 上 产生 的 等 价 类 的 个 数 。 由 于 很 多 计数 问题 都 能 纳 
和 人 这 个 表述 架构 ， 波 利 亚 计 数 定理 的 应 用 非常 广泛 。 就 数学 内 
容 而 言 ， 这 条 定理 结合 了 群 、 母 函数 、 权 的 概念 ， 构 思 优 美 。 
本 书 并 没有 假定 读者 具备 这 三 个 概念 的 知识 ， 第 2 章 逐 步 引 人 
群 的 概念 ， 并 通过 众多 例子 阐述 群 的 基本 性 质 。 第 3 章 介 绍 群 
在 集 上 的 作用 ， 也 用 了 大 量 例 子 说 明 一 个 重要 的 公式 ， 这 个 公 
式 可 以 说 是 波 利 亚 计数 定理 的 前 奏 。 第 4 章 引 入 权 的 概念 ， 把 
前 一 章 的 思想 推广 ， 
登场 了 。 第 5 章 介 绍 这 条 定理 的 一 项 重要 应 用 ， 是 化 学 上 同 分 
异 构 体 的 计数 问题 ， 在 叙述 过 程 中 同时 介绍 了 母 函 数 的 概念 . 
最 后 加 了 一 个 附录 ， 叙 述 群 这 个 概念 怎样 从 古典 代数 的 解 方程 
问题 产生 ， 希 望 通过 了 解 前 人 的 业绩 提高 读者 的 学 习 兴 趣 . 


本 书 没有 假定 读者 具备 太 多 的 专门 数学 知识 ， 原 则 上 一 位 
高 中 学 生 按 着 章节 读 下 去 而 且 愿 花 一 点 气力 弄 明 白 其 中 的 内 
容 ， 是 完全 可 以 读 懂 的 。 关 键 耽 在 “ 愿 花 一 点 气力 "这 人 句 话 上 
面 。 要 和 弄 明 白 一 些 数 学 ， 读 者 需要 亲自 动手 干 、 动 脑 思 考 ; 动 
了 手动 了 脑 弄 个 明白 后 ， 那 份 愉悦 只 有 自 知 ! 为 了 写作 本 书 我 
不 时 获得 这 份 恰 悦 ， 但 限于 个 人 的 数学 修养 和 表达 技巧 ， 我 未 
必 能 成 功 地 把 这 份 愉悦 直接 传达 给 每 一 位 读者 。 如 果 读 者 因为 
看 不 明白 某 些 段落 自己 动手 动脑 弄 明白 后 感到 那 份 伦 悦 ， 那 我 
也 算 起 了 一 点 催化 剂 的 作用 |! 当然 如 归 站 容 有 什么 错 泊 ， 欢 
迎 读 者 给 我 指正 ，  : . 
最后、 我 得 感激 中 国 科技 大 学 的 汉 克 支教 授 鼓 大 我 为 《 走 
癌 数 学 》 从 书写 其 中 一 本 ; 让 我 有 这 个 学 习 机 会 。 我 也 得 感激 
英国 南安 普 敦 大 学 的 罗 伊 德 (E.K.LLOYD) :教授 惠 寄 资料 ， 
下 生 于 尔 的 理论 两 者 之 交 的 关系 和 它们 的 
应 用 : 人们 两 位 致谢。 - 
和 薪 文 强 i 
i 1990 年 9 月 . 香港 大 学 
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第 一 章 几 个 问题 
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大 家 也 许 见 过 一 种 类 似 积 术 的 玩具 ， 元 件 是 一 些 不 同 颜色 
的 球 和 床 同 长 短 的 棒 ， 球 的 表面 有 很 多 洞 ;， 利 用 这 些 澜 可 以 就 
羞 不 同 的 角度 把 球 和 梯 相 接 ， 由 此 砌 成 各 种 噶 型 ， 如 风车 、 房 
子 、 烽 总 ;* 桌子 : 棒子、 动物， ……… :也 可 以 硝 成 各 式 各 样 的 
美术 构 形 ; 现在 问 : 把 二 个 黑 球 、 一 个 红 球 : 加 个 由 球 用 律 连 
成 ~ 个 正六 边 形 ， 球 在 端点 ， 共有 多 少 个 不 : 
闻 的 构 形 昵 ,( 见 图 1.1)? - 

如 果 那 个 正六 边 形 是 固定 的 ， 答案 容易 
算出 来 。 先 放 恩 球 ， 有 6 种 不 同 的 摆 法 ;- 其。 
次 放 红 球 ， 生 有 5 种 不 同 的 押 法 ; 余下 的 端 (< 
尽 目 然 要 放 白 球 了 ， 合 起 来 共有 6x5= 30 
种 不 同 的 构 形 。 细 心 的 读者 会 说 :“ 这 个 答案 
跟 正 六 边 形 扯 不 上 关系 ! 换 了 是 别 的 形状 ， 由 1.1 


只 要 球 是 放 在 六 个 可 区 别 的 位 置 上 ， 不 管 那 是 正六 边 形 的 六 个 
冉 点 ， 或 是 一 字 长 蛇 上 的 六 个 点 ， 答 案 仍 然 是 30 种 . ”对 的 ， 
把 一 个 黑 球 、 一 个 红 球 、 四 个 白 球 用 棒 连 成 一 个 正八 面体 ， 球 
在 问 点 ， 如 果 那 个 正八 面体 是 固定 的 ， 答 案 同 样 是 30 种 不 同 
的 构 形 ( 见 图 1.2a)。 又 把 一 个 黑 球 、 一 个 红 球 、 四 个 白 球 用 


图 1.2 z 

棒 连 成 一 个 三 棱柱 体 ， 球 在 端点 ， 如 果 那 个 三 棱柱 体 是 固定 
的 ， 答 案 同 样 是 30 种 不 同 的 构 形 ( 见 图 1.2b)。 不 过 ， 只 要 你 
动手 砌 一 砌 ， 你 便 知 道 实际 情况 可 不 一 样 ， 因 为 没有 规定 人 家 
不 准 转 动 或 者 翻转 那些 构 形 呀 ! 容许 转动 或 者 翻转 构 形 ， 便 没 
有 30 种 不 同 的 构 形 了 。 对 六 边 形 而 言 ， 只 有 3 种 ( 见 图 
1.3a); 对 正八 面体 而 言 ， 只 有 2 种 ( 见 图 1.3b); 对 三 棱柱 体 而 
言 ， 只 有 3 种 ( 见 图 1.3c)。 

为 什么 同样 是 摆 放 一 个 黑 球 、 一 个 红 球 、 四 个 白 球 ， 三 道 
问题 的 答案 却 互 不 相同 呢 ? 一 般 而 言 ， 怎 样 计算 有 多 少 个 真正 
不 同 的 构 形 呢 ? 
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给 你 一 块 立方 积 本 和 红 、 绿 两 种 油漆 ,. 诗 你 把 立方 积木 的 
六 个 面 各 涂 寺 一 种 色 ， 共 有 和 多少 种 不 同 的 花 式 呢 ( 见 图 
1.4a)? 单 任 试验， 很 多 人 都 知道 共有 10 种 不 同 的 花 式 ， 其 中 
一 种 是 六 厦 涂 红色 、 一 种 是 五 桓 涂 红色 、 两 种 是 四 面 涂 红色 、 
两 种 是 三 击 涂 红色 、 两 种 是 二 面 涂 红色 、 一 种 是 一 面 涂 红色 、 
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一 种 是 没有 一 面 涂 红色 ， 
有 位 朋友 比较 懒惰 ， 他 不 
愿 把 整个 面 涂 色 ， 只 在 那 
个 面 的 中 间 涂 上 一 条 红线 _ 
或 者 绿 线 ; 为 了 避免 这 些 。 瞩 : / 
颜色 线条 相 接 ， 他 把 线 的 b 
横 直 逐 面相 隔 开 ( 见 图 / 图 1.4 
1.4b)。 你 猜 共 有 多 少 种 不 同 的 花 式 呢 ? 是 否 还 是 10 种 呢 ? 不 
是 ! 固然 ， 相 应 于 刚才 那 10 种 不 同 的 花 式 现在 还 是 10 种 不 同 
的 花 式 (把 整个 面 涂 什么 色 看 作 中 间 涂 同样 颜色 的 线条 便 
成 )， 但 还 有 2 种 花 式 跟 那 10 种 花 式 是 不 相同 的 ， 读 者 有 兴趣 
找 出 吗 ?》 为 什么 同样 是 一 块 立方 积木 ， 涂 色 方 法 又 复 相似 ， 答 
案 却 不 相同 呢 ? 一 般 而 言 ， 怎 样 计算 有 多 少 个 不 同 的 花 式 呢 ? 
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13 同 分 异 构 体 


化 学 上 有 种 现象 ， 叫 做 同 分 异 构 ， 早 于 1811 年 已 被 法 国 
化 学 家 盖 吕 萨 克 (J.L.GAY-LUSSAC) 在 实验 中 证 实 了 ， 并 
于 1827 年 由 瑞典 化 学 家 伯 齐 力 阿 斯 (JJBERZELIUS) 正名 
引入 化 学 中 。 按 照 他 的 定义 ， 同 分 异 构 体 是 具有 相同 的 化 学 组 
成 和 分 子 量 但 具有 不 同性 质 的 物质 。 这 种 现象 的 解释 ， 却 要 再 
过 半 个 志 纪 后 才 随 着 结构 理论 的 出 现 而 被 揭露 。 原 来 虽然 两 个 
化 合 物 的 结构 式 相 同 ， 它 们 的 原子 在 分 子 中 所 处 的 位 置 却 可 以 
不 相同 ， 这 便 导 致 两 者 具有 不 同 的 性 质 了 。 例 如 丁 烷 的 结构 式 
是 CsHio。， 它 的 四 个 碳 原 子 有 两 种 不 同 的 摆 法 ( 见 图 1.5)， 由 
此 产生 两 种 同 分 蜡 构 体 。 一 般 而 言 ， 给 定 一 个 N 烷烃 的 结构 
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式 是 CNSH2N;>， DH 可 以 有 多 少 个 同 
分 异 构 体 呢 ? 


”这 类 问题 ， 其 实 即 是 开 首 提 … 


到 的 球 桦 组 合 玩具 的 构 形 计数 问 


的 讨论 。 开 首 提 到 的 正六 边 形 和 


三 棱柱 体 ， 还 真是 化 学 史上 的 例 


子 呢 ! 括 德 国 化 学 家 凯 库 勒 


(F.A.KEKUWLE) 自述 ;他 在 


1865 年 某 天 攀 见 一 条 自 香 尾巴 _ 


图 1.5 


的 长 蛇 ， 顿 悟 莽 的 环 状 结构 。 某 的 结构 式 是 CeHe， 遍 库 翰 认 
为 它 的 六 个 碳 原 子 排 成 一 个 正六 边 形 ( 见 图 1.6a)， 但 同时 期 


的 另 一 一 位 德国 化 学 家 拉登 伯 格 
(A.LADENBURG) 却 认 为 莽 
的 六 个 碳 原 子 排 成 一 个 三 棱柱 体 
( 见 图 1.6b)。 一 个 区 别 这 两 种 


猜测 的 方法 是 考虑 当 某 些 氧 原子 。 
给 换 成 别 的 基 时 ， 每 一 种 可 能 的 


结构 导致 多 少 个 同 分 异 构 体 ， 于 


是 回 到 开 首 都 个 构 形 计 数 问题 了 。 


C 
< 所 ~e 二、- 
| | 
C / 
SS 、 
SC 一 L 一 -一 C 
8 b 


“ 轿 1.6 


$ 


电子 控制 装置 中 的 开关 电路 ， 可 以 由 三 种 基本 门 电路 组 
成 ， 就 是 与 门 、 或 门 及 非 门 。 基 本 门 电路 是 由 电子 元 件 组 成 的 


开关 ， 有 若干 个 输入 和 一 个 输出 . 


读者 不 必 深 究 其 至 不 必 知 悉 
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这 些 开关 的 技术 细节 ， 不 芒 就 把 输入 输出 的 信号 看 作 只 有 两 
种 ， 叫 做 0 和 1。 通常， 这 些 信号 的 电 平 可 以 人 为 地 规定 ， 例 
如 高 电 平 叫做 1、 低 电 平 叫做 0。 与 门 的 作用 ， 是 当 且 仅 当 所 
有 输入 都 是 1 时 ， 它 的 输出 才 是 1; 或 门 的 作用 ， 是 当 和 且 仅 当 
所 有 输入 都 是 0 时 ， 它 的 输出 才 是 0; 非 门 的 作用 ， 是 当 输入 
是 0 时 ， 它 的 输出 是 1， 而 当 输 入 是 1 时 ， 它 的 输出 是 0。 把 
基本 门 电路 作 不 同 的 组 合 ， 便 得 到 不 同性 能 的 开关 电路 。 就 数 
学 观点 而 言 ， 读 者 不 妨 把 一 个 开关 电路 看 作 是 一 个 定义 于 全 部 
N 维 有 序 二 元 组 上 了 到 值 0 或 1 的 函数 。 例 如 下 面 的 开关 电路 
相当 于 下 边 所 示 的 申 数 ( 见 图 1.7)， 它 有 三 个 输入 和 一 -个 输 


y= f(x,s uss) 


图 1.7 
出 。 就 让 我 们 只 看 三 个 输入 和 一 个 输出 的 开关 电路 ， 共 计 应 有 
多 少 个 呢 ? 三 维 有 序 二 元 组 共有 .23= 8 个 ， 每 个 可 对 应 于 0 或 
1， 因 此 应 该 共有 2 = 256 个 不 同 的 函数 ， 每 个 这 样 的 函数 可 
以 设计 一 个 开关 电路 去 实现 它 ， 于 是 有 256 个 不 同 的 开关 电 
路 。 但 其 实 没有 必要 设计 那么 多 个 开关 电路 的 ， 因 为 把 那 三 个 
输入 调换 一 番 并 不 花 太 多 工夫 ， 由 此 却 可 以 组 须 更 动 原 来 的 开 
关 电 路 得 到 另 一 个 开关 电路 。 例 如 把 刚才 那个 开关 电路 的 输入 
Xi1、2X2、X3 调换 为 x3、. Xi、xo， 便 得 到 另 一 个 开关 电路 ， 它 的 
蝎 数 己 前 一 个 不 同 ( 见 图 1.8) 。 现 在 问 : 需要 设计 多 少 个 开 
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Y =f(xX, X29 Xs) 


围 1.8 

关 电 路 ， 便 能 赁 着 调换 输入 实现 全 部 256 个 不 同 的 开关 电路 
呢 ? 读者 会 说 :* 这 个 间 题 怎么 会 跟前 面 提 到 的 几 个 问题 扯 上 关 
系 呢 ? "在 第 :4 章 第 4.2 节 里 我 们 将 看 到 ， 用 来 解决 那些 构 形 计 
数 问 题 的 理论 和 方法 ， 对 这 个 问题 也 适用 。: 一 套 理 论 的 动人 魅 
力 ， 在 季 它 抓 住 了 各 种 和 貌 似 不 阿 的 问题 的 相同 本 质 ; 针对 要 
害 ， 直 捣 黄 龙 ， 提 供 了 优美 巧妙 的 解决 方法 。 本 书 要 介绍 的 波 
各 亚 计数 理论 ， 正 是 一 讲 这 样 的 理论 . 四 


第 二 章 ”对称 和 和 群 


$ 2.1 构 形 计数 与 对 称 


让 我 们 先 从 第 1 章 第 1.1 节 的 问题 着 手 ， 看 看 是 什么 性 质 
使 那 三 道 问 题 的 答案 不 相同 。 首 和 完 ， 如 果 那 六 个 端点 是 可 区 别 
的 话 ， 则 不 论 它们 是 正六 边 形 的 端点 ， 或 是 正八 面体 的 端点 、 
或 是 三 棱柱 体 的 端点 ， 放 置 颜色 球 的 摆 法 个 数 都 是 30 个 。 所 
以 ， 首 先 要 解释 为 什么 那 六 个 端点 是 不 可 区 别 的 ， 看 一 个 例子 
吧 。 把 正六 边 形 放 在 一 个 固定 不 动 同 样 大 小 的 正六 边 形 盘 子 
上 上 ， 盘 子 的 六 个 角 各 标 以 1 号 至 6 号。 把 黑 球 构 在 1 号 的 端 
点 ， 红 球 朋 在 2 号 的 端点 、 白 球 租 在 3 号 、 4 号、5 号 和 6 号 
的 端点 。 现 在 把 放置 了 球 的 构 形 绕 看 巡 结 1 号 闻 点 和 4 号 问 点 
的 直线 作 轴 翻转 180 ”， 再 放 回 盘子 上 。 得 到 的 构 形变 成 黑 球 
笠 在 1 号 的 端点 、 红 球 拒 在 6 号 的 端点 、 和 白 球 租 在 2 号 、3 
号 、4 号 和 5 号 的 端点 ( 见 图 2.1)。 在 30 种 摆 法 中 ， 这 两 种 摆 
法 是 不 相 辣 的 ， 但 作为 构 形 ， 它 们 却 是 相同 的 。 就 这 个 意义 
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六 个 端 抬 是 不 可 区 别 的 

”法 和 可 以 音 多 到 革 上 / 
移动 对 这 类 问题 起 了 关键 - 
作用 ， 我 指 的 是 那些 不 变 
更 一 个 给 定 的 几何 形体 的 。 十 
位 置 的 移动 .虽然 每 点 的 二 
位 置 却 可 能 给 调换 了 . 例 i 
a | / 图 2.1 
绕 着 中 心 转 0* 、60”.、120 *,、180“，240“、300“， 或 者 | 
讽 才 一 条 连结 对 上 点 的 直线 作 轴 翻转 180。 ”或 者 绕 着 一 条 连 
结对 边 中 点 的 直线 作 轴 翻转 180”， 这 12 个 移动 都 不 变更 正 
六 边 形 的 位 置 . 我 们 把 这 种 移动 叫做 那个 几何 形体 的 对 称 ， 在 
下 一 节 读 者 便 明 蝗 为 什么 把 这 种 移动 叫做 对 称 了 ， 请 读者 暂时 
接受 以 下 的 事实 : :正六 边 形 的 全 部 对 称 就 是 刚才 举 出 的 12 
个 ， 但 正八 面 体 有 较 多 对 称 ， 共 有 24 个 ， 而 三 obi 
6 个 对 称 。 既 然 三 道 问题 涉及 的 几何 形体 具有 不 同 的 对 称 ， 

对 称 又 寺 毛 影响 问题 的 答案 ， 那 么 三 道 问题 的 稚 案 不 相同 ”由 
就 不 足 为 怪 了 。 ， 

在 下 一 节 我 们 将 集 
中 讨论 对 称 ， 然 后 在 第 
3 章 第 3.4 节 讨 论 刀 何 
运用 对 称 的 知识 去 解决 
构 形 计数 的 问题 。 不 妨 
先 存 这 负 提 出 一 点 值得 
留意 的 事情 , 就 是 不 同 部  : 
的 对 称 可 不 一 定 导 致 不 / 图 2.2 
同 的 摆 法 ; 例如 寿 刚 才 的 例子 里 ， 把 黑 球 嵌 在 1 号 的 端点 、 红 
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球 嵌 在 4 号 的 端点 、 白 球 嵌 在 2 号、3 号 、5 号 和 6 号 的 端 
点 ， 绕 着 连结 1 号 端点 和 4 号 端点 的 直线 作 轴 翻转 180 ” ， 再 
放 回 盘 子 上 ， 得 到 的 构 形 和 未 移动 前 的 构 形 ， 摆 法 仍然 是 相同 
的 ( 见 图 2.2)。 由 此 可 见 ， 单 是 数 提 法 固然 不 一 定 获得 正确 
的 答案 ， 单 是 数 对 称 也 不 一 定 获得 正确 的 管 案 。 我 们 必须 抓 着 
二 者 的 关连 ， 结 合 起 来 计算 ， 才 能 获得 正确 的 答案 ， 读 者 在 第 
3 章 便 看 到 其 中 奥妙 了 | 


22 几何 上 的 对 称 


当 你 听 到 “对 称 " 这 个 名 词 的 时 候 ， 你 最 先 想到 什么 呢 ? 大 
多 数 人 会 想到 几何 形体 的 对 称 ， 因 为 我 们 生活 在 一 个 充满 对 称 
事物 的 世界 里 ， 每 个 人 从 他 周围 的 事物 中 总 会 形成 某 种 关于 对 
称 的 直觉 观念 。 人 体 是 左右 对 称 的 ， 各 种 花 杂 有 各 种 不 同 的 对 
称 ， 各 种 化 学 结晶 体 有 各 种 不 同 的 对 称 。 海 星 有 一 个 五 次 对 称 
心 ， 放 大 了 的 雪花 有 一 个 六 次 对 称心 。 蜜 蜂 建 造 的 蜂 房 有 对 
称 ， 人 类 建造 的 楼 房 也 有 对 称 。 装 饰 的 窗 花 、 铺 地 的 阶 砖 、 衣 
物 的 带 饰 都 有 对 称 ， 而 且 ， 正 是 由 于 它们 的 对 称 性 质 这 些 美术 
图 案 予 人 视觉 上 的 悦目 感受 。 但 究 章 什么 叫做 几何 形体 的 对 称 
呢 ? 为 什么 你 会 觉得 一 个 任意 三 角形 不 对 称 ， 但 一 个 正三 角形 
却 对 称 ? 但 一 个 正三 角形 又 不 及 一 个 正方 形 对 称 ， 一 个 正方 形 
又 不 及 一 个 圆 形 对 称 呢 ? 有 些 读者 会 说 :“ 一 个 几何 形体 经 某 些 
移动 后 与 它 自身 重合 ， 它 便 是 对 称 了 . ”对 的 ， 这 些 移动 有 时 是 
旋转 ， 有 时 是 翻转 ， 有 时 是 镜 象 反 影 ， 有 时 是 它们 的 混杂 。 更 
一 般 地 ， 我 们 可 以 这 样 描述 。 考 虑 平面 或 空间 的 保 距 移动 ， 即 
是 说 经 这 移动 后 ， 若 点 P 移 往 点 P， 点 Q 移 往 点 0O'， 则 P 
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与 0' 的 距离 等 于 PP 与 0 的 距离 。 对 一 个 几何 形体 5S 来 说 ， 有 
些 保 中 移动 把 $ 的 点 移动 后 ,- 得 到 的 点 正好 又 组 成 S， 这 样 的 


保 咕 移动 叫做 S 的 对 称 。S 的 全 部 对 称 ， 反 映 了 那个 几何 形体 


的 对 称 性 质 。 

让 我 们 看 一 个 正三 角形 的 对 称 。 可 以 证 明 ， 如 果 人 4BC 
( 边 点 加 内 点 ) 经 对 称 后 与 它 自身 重合 则 它 的 边界 (通常 我 
们 会 说 这 个 才 是 入 4BC? ) 经 该 对 称 后 亦 与 自身 重合 。 由 于 这 
类 证 明 用 了 连续 变换 的 性 质 , 为 避免 引入 过 多 的 概念 和 术语 ， 
我 不 在 这 儿 解 释 了 ， 未 学 过 这 一 点 的 读者 不 妨 把 三 角形 的 对 称 
看 成 是 三 角形 的 边界 的 对 称 。 所 以 ，4、B.、C} 只 能 移 往 4、 
B、C， 但 次 序 可 给 调换 。 三 个 点 的 调换 方式 共有 3x 2=6 

个 ， 可 以 写成 


(4 BP c) (4 B c) (4 B c) 
4 BC 4 C 8 B 4 C 


(4 8 C) (4 BC) (4 BC) 
\BC A \CAB) \cB A 


数学 上 的 术语 ,将 这 些 电 做 集合 {4，B，C} 上 的 置换 ， 比 
方 最 后 那个 ;: 是 指 4 换 作 C..B 换 作 B( 即 是 不 换 ) 、-C 换 
作 4。 在 第 2.7 闻 里 我 们 会 更 详细 探讨 一般 置换 的 性 质 暂时 
请 读者 实验 一 下 ， 通 过 某 些 对 称 实现 侈 部 这 六 个 置换 ， 比 方 
最 后 一 一 个 是 绕 着 穿 过 B 的 中 线 作 轴 翻 转 180° 得 到 . 因此 ， 
正三 角形 共有 6 个 对 称 . 

让 我 们 看 一 个 正方 形 的 对 称 。 象 上 面 说 的 ， 正方 形 的 四 
个 端点 4、B、C、D 只 能 移 往 4、B8、C、D， 但 次 序 可 以 调 
换 ， 于 是 顶 多 有 4 x 3 x 2=24 个 置换 。 不 过 ， 并 非 每 个 署 换 


部 可 以 通过 某 个 对 称 实现 的 , 比方 (人 4 c 4 ) 便 不 能 
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实现 ， 因 为 4 换 作 妃 、C 换 作 C， 但 4 与 C 的 距离 可 不 等 
于 8B 与 C 的 上 距离 。 经 过 这 样 的 筛选 后 ， 只 剩 下 8 个 置换 ， 即 
(3880)OASC) 作 GD 人 CD 
(A483CD)(A4BCD) (4838CD) (4BCD) 
DCBA/\CBAD/\'BADC/\A4ADCB 
读者 不 妨 又 实验 一 下 ， 通 过 某 些 对 称 实现 全 部 这 八 个 置换 。 
因此 ， 正 方形 共有 8 个 对 称 。 比 起 正三 角形 ， 正 方形 的 对 称 较 


多 ， 这 也 是 为 什么 我 们 说 正方 形 比较 正三 角形 更 加 对 称 了 。 
读者 可 试想 想 ， 一 个 圆 形 有 多 少 个 对 称 呢 ? 


3 2.3 两 个 应 用 的 例子 


读者 一 定 寄 过 信 吧 ? 信托 邮 局 ， 按 种 类 大 小 给 划分 。 让 
我 们 只 考虑 普通 信件 ， 它 们 每 封 的 形状 大 小 差不多 ， 香 齐 了 职 
员 便 盖 邮戳。 但 虽然 生 齐 了 ， 信 和 封 上 贴 邮 票 的 角落 (正面 右上 
角 ) 却 不 一 定 都 落 在 同一 个 位 置 ，. 在 一 至 信件 里 ， 邮 票 可 能 落 
在 四 个 位 置 ， 分 别 记 作 (1)、(《2)、(3) 和 (4)， 如 下 图 所 示 


可 Bd Ee | 区 


图 2.3 
( 见 图 2.3)。 为 了 省 钱 ， 探测 邮票 的 感应 器 是 固定 的 ， 它 只 探 
测 信封 的 正面 在 上 角 。 现 在 问 : 应 该 怎样 把 信 移 动 ， 务 使 
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Gji、( 2)、(3) 和 (4) 这 四 种 情况 都 受到 处 理 ， 在 邮票 上 盖 
上 地 葵 照 ? 当然 ， 我 们 可 以 先 探 负 正面 右 上 毅 ， 有 邮票 的 话 便 
划分 开 来 盖 邮 截 ， 没 有 的 话 便 把 信 绕 着 一 条 横 中 线 作 轴 翻 转 
180:” 《把 这 个 移动 叫做 万 )， 然 后 探测 i; 有 邮票 的 话 便 划 分 
” 开 来 盖 邮 截 ， 没 有 的 话 醒 再 用 一 次 H 这 个 移动 还 原 ; 接着 把 
信 绕 着 中 心 旋转 180 ”. (把 这 个 移动 叫 向 R)，: 然 后 探测 ; 有 
邮票 的 话 便 划 分 开 来 盖 邮 和 戳 ,， 没有 的 话 便 再 用 一 次 R 这 个 移 
动 还 原 ; 接着 把 信 绕 着 一 条 维 中 线 作 轴 翻转 180 ” (把 这 个 移 
动 叫 做 y)， 然 后 探测 ; 如 果 还 探测 不 到 邮票 ， 那 么 只 有 两 种 
可 能 ， 或 者 发 信人 没有 贴 邮 票 ， 或 者 他 把 邮票 贴 在 错误 的 位 置 
上 ,无 论 是 哪 一 种 情况 ， 划 分 开 来 处 理 便 是 ( 见 图 2.4) 。 这 


图 2.4 


样 做 最 多 可 要 用 遍 五 次 移动 ; 但 其 实 先 用 五 再 用 R， 效 果 等 
、 于 只 用 一 次 已 同样 地 ， 先 用 R 再 用 六 效果 等 于 只 用 一 次 
HH。 换 句 话说 ,刚才 一 连 申 五 个 移动 ， 可 以 缩减 为 三 个 : 控 


Hl Jy { H | 
{ 1 / | 


t 
(1)  ' (2) . (3) | (4) 


: 25 
， 然 后 后 用 下 再 探测 ， 然后 用 V， 再 探测 ， 然后 用 忌 最 
后 各 ( 见 图 2.3) 。 除了 减少 步骤 外 ， 这 样 做 还 可 以 避免 采 
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用 某 些 较 难 实施 的 移动 。 例 如 第 二 种 方案 只 有 三 步 ， 而 且 没 有 
一步 用 RR 比 五 或 V 较 难 实施 , 有 些 邮 局 的 日 动 排 信和 机. 
的 确 是 采用 这 种 方案 的 。 

转 看 另 一 个 应 用 的 例子 ， 是 电脑 的 循环 式 储存 器 的 存 取 控 
制 。 为 简化 叙述 ， 假 定 只 有 四 个 储存 器 ， 循 环 地 转动 ， 要 取得 
储存 于 某 个 储存 坷 的 资料 ， 必 须 待 它 旋转 抵达 阅读 站 时 方 能 把 
它 取出 来 抄写 。: 为 了 记录 哪 一 个 储存 器 转 抵 阅 读 站 ， 有 个 计数 
髓 伍 责 记录 工作 ， 比 如 开始 时 0 号 储存 器 在 阅读 站 ， -计数 器 出 
现 0， 以 后 每 转 一 次 ， 计 数 器 即 加 1。 所 以 当 1 号 储存 器 抵 阅 
读 站 时 ， 计 数 器 出 现 1; 2 号 储存 器 抵 阅 读 站 时 ， 计 数 器 出 现 
2。 但 这 样 加 下 去 ， 转 4 次 后 计数 器 岂 不 是 出 现 4， 转 5 次 后 
计数 右 己 不 是 出 现 5 吗 ? 然而 抵达 阅读 站 的 储存 器 却 分 别 是 0 
号 和 1 号 呀 ! 因此 ， 计 数 器 使 用 的 加 法 ， 不 是 普通 的 加 法 ， 而 
是 一 种 数学 上 称 作 模 4 的 加 法 ， 即 是 按 普 通 加 法 得 出 和 ， 以 4 
除 和 ， 剩 下 的 余数 才 是 答案 。 例 如 模 4 的 加 法 中 ，243=1， 
因为 2+3 本 来 是 5， 以 4 除 5 余 1， 这 也 表示 了 转 2 次 接着 转 
3 次 ， 效 果 等 于 只 转 1 次， 

上 面 两 个 应 用 的 例子 与 第 2.2 节 的 对 称 有 什么 关系 昵 ? 在 
头 一 个 例子 里 ， 这 个 关系 是 明显 不 过 ， 我 们 面 对 的 根本 就 是 一 
个 矩形 ( 非 正方 形 ) 的 对 称 ， 共 有 4 个 ， 即 是 上 面 叫做 忌 、 
及 R、 乒 那 三 个 移动 和 纹 丝 不 动 的 这 一 个 移动 ， 让 我 们 把 最 后 一 
个 移动 叫做 第 二 个 例子 其 实 也 可 以 看 作 是 某 个 几何 图 形 的 
对 称 ， 比 如 说 梵文 万 字 的 对 称 ( 见 图 2.6)。 绕 着 这 个 图 形 的 
四 次 对 称心 转 0”、90。、180。、270。， 得 到 4 个 对 称 ， 也 
就 是 全 部 对 称 了 。 请 读者 注意 ， 镜 像 反 影 (相当 于 把 图 形 翻 
转 ) 并 不 是 这 个 图 形 的 对 称 ， 它 把 焚 文 万 字 变 成 另 一 个 意义 完 
全 不 同 的 丑恶 符号 ! (说 来 也 巧 ， 原 来 的 栖 文 万 字 是 图 中 所 见 
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的 图 形 的 镜像 ， 它 在 不 少 古代 文化 里 都 曾 出 
现 ， 是 吉祥 仁慈 的 标记 。 在 1920 年 希特勒 
采用 了 这 个 符号 作为 他 的 国 社 党 一 一 简称 纳 ” 
粹 党 一 一 的 党 徽 ， 从 此 这 符号 便 给 焉 污 了 ， 
但 这 个 符号 随 佛 教 传人 古代 中 国 时 ， 不 知 怎 。 
的 却 被 翻转 了 ， 一 直 误 传 下 去 ， 竟 又 与 纳粹 ，: 
浣 徽 有 别 ! ) 围 2.6 
虽然 矩形 和 栖 文 万 字 都 有 四 个 对 称 ， 直 觉 上 我 们 意 会 到 二 
者 的 对 称 性 质 有 别 。 比方 矩形 拥有 两 条 对 称 轴 ， 也 即 是 说 相应 
于 这 两 条 对 称 轴 的 对 称 重复 一 次 便 把 图 形 还 原 ; 剩 下 的 两 个 对 
称 ， 一 个 是 恒定 不 动 ， 另 一 个 是 绕 二 次 对 称心 转 180。， 后 者 
重复 一 次 也 把 图 形 还 原 。 焚 文 万 字 却 没有 对 称 轴 ， 只 有 绕 四 次 
对 称心 转 180“ 这 个 对 称 重复 一 次 把 图 形 还 原 ， 剩 下 的 三 个 对 
称 ， 一 个 是 便 定 不 动 ， 另 外 两 个 都 要 重复 至 少 三 次 才 把 图 形 还 
原 。 因 此 ， 要 注意 的 不 单 是 有 多 少 个 对 称 ， 还 得 注意 这 些 对 称 
之 间 的 结合 关系 。 所 谓 结合 关系 ， 就 是 指 先 实施 移动 甲 再 实施 
移动 乙 ， 效 果 是 否 等 于 只 实施 某 一 个 移动 呢 ? 是 的 话 又 是 娜 一 
个 移动 呢 ? 最 清晰 的 表达 方式 是 列 一 个 结  . IRVH 


合 关 系 表 、 人 金 部 对 称 以 符号 代替 ， 放 置 在 ” T 1T RTVH 
第 一 得 第 二 列 ， 在 每 行 每 列 相 交 的 位 置 写 . RR |RTHYV 

“下 位 于 该 行 访 列 的 对 称 的 结合 。 例 如 第 一 vy |vHIR 
个 例子 里 的 四 个 对 称 的 结合 关系 表 ， 如 图 .  H 


HVRI 
2.7 所 示 。 看 看 :R 那 一 行 和 VV 那 一 烈 ， 相 
区 的 位 置 出 现 : 末 意思 是 说 先 实 施 六 再 ”图 2.7 

实施 RR,: 效果 等 于 只 实施 互 ， 简 写作 RV= 有 及. 第 二 个 例子 里 
的 四 个 移动 ; 看 成 是 栖 文 万 字 的 对 称 ， 以 e。r、s、i 代替 ， 
分 别 是 绕 荐 四 次 对 称心 转 0。、90。、180。、270。 ， 得 
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出 来 的 结合 关系 表 ， 如 


石 图 :所 了 示 ( 见 图 。 0 
2.8a) ， 请 读者 留意 ， 1 

这 个 表 和 0、1、2、3 ， 2 

的 模 4 加 法 过 ( 见 图 1 3 

2.8b) 是 不 是 很 相似 a b 
呢 ? 只 要 把 e、. 图 2.8 


s、i1 分 别 换 作 0、1、2、3， 便 从 一 个 表 得 出 另 一 个 表 了 。 但 
这 个 表 跟 前 一 个 表 ( 见 图 2.7) 却 有 本 质 上 的 差别 ， 无 论 你 起 
样 调换 e、r、s、1 的 次 序 ， 再 易 名 为 下 R、V、 吾 ， 也 绝对 没 
有 办 法 得 出 前 一 个 表 的 ， 其 中 道理 我 们 刚 解 释 过 。 


$ 2.4 什么 是 群 ? 


综合 第 2.2 节 和 第 2.3 节 的 叙述 ， 我 们 见 到 几何 形体 对 称 
性 质 的 异同 ， 关 键 在 于 对 称 之 间 的 结合 关系 ， 也 就 是 要 看 那些 
结合 关系 表 的 模式 (容许 表 里 的 元 给 调换 或 易 名 )。 不 过 ， 我 
们 也 不 要 只 见 其 异 而 忽略 其 同 ， 近 代数 学 的 一 个 趋势 正 是 要 找 
出 个 别 数学 对 和 象 之 间 有 没有 相同 的 基本 性 质 ， 以 便 建 立 统 一 的 
处 理 方法 。 让 我 们 看 看 上 一 节 的 两 个 结合 关系 表 ( 见 图 2.7， 
图 2.83)， 它 们 有 没有 相同 的 地 方 昵 ? | 

首先 ， 两 种 结合 关系 都 明显 地 满足 以 下 一 回 事 : 任何 两 个 
元 的 结合 ， 得 来 的 总 是 某 个 元 ， 否 则 那个 表 也 就 无 从 画 起 了 ! 
其 次 ， 两 种 结合 关系 都 有 一 个 “不 动 ” 的 元 。 地 位 与 众 不 同 ， 它 
跟 任 何 元 结合 ， 得 出 来 的 还 是 那个 元 。 在 第 一 个 表 里 ， 那 就 是 
7 ; 在 第 二 个 表 里 ， 那 就 是 0。 这 样 的 元 ， 叫 做 单位 元 。 再 仔 
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细 看 , :每 个 元 总 有 一 个 把 它 “ 复 原 * 的 元 ， 跟 它 结 合 得 出 单位 
元 。 例 如 在 钙 一 个 表 里 ， 万 把 五 复原 ; 在 第 二 个 表 里 ，3 把 1 
复原 。 这 样 的 元 ， 叫 做 那个 元 的 道 元 。 最 后 ， 还 有 一条 规律 ， 
并 不 容易 从 表 中 看 出 来 ， 但 全 靠 它 我 们 才能 方便 地 叙述 一 连 串 
的 结合 。 那 条 规律 是 这 样 的 ， 如 果 有 三 个 元 按 次 结合 ， 你 可 以 
先 把关 两 个 结 全 得 到 的 元 与 第 三 个 结合 ; 你 也 可 以 先 把 后 两 

合 ， 再 把 头 一 个 与 刚才 得 到 的 元 结合 ， 答 案 是 相同 的 。 例 
wn 考虑 第 一 个 表 的 三 个 元 R、V y 按 次 结合 : 先 来 RV， 
得 五， 再 来 HV， 得 R; 也 可 以 先 来 VV， 得 J， 再 来 RI， 也 
得 KR。 因此 , .我 们 不 妨 简写 为 RVVF=.R， 不 必 声 明 左 边 究竟 
代表 “(RDY 还 是 ROVV)。 这 条 规律 ， 叫 做 结合 律 。 好 了 ， 应 
该 到 了 引 人 群 这 个 术语 的 时 候 。 凡 是 一 个 集合 ( 即 是 某 些 考虑 
对 象 组 成 的 一 堆 东 西 )， 它 的 元 之 间 有 某 种 结合 关系 ， 满 足 上 
述 的 简单 条 件 ， 即 是 有 单位 元 ， 每 个 元 有 道 元 ， 结 合 律 成 立 ， 
我 们 便 说 它 是 一 个 群 。 说 得 更 清楚 一 点 : 一 个 非 空 集 G， 在 它 
上 面 定义 一 个 二 元 运算 ， 对 G 中 任 两 元 xn、B5、: 以 ab 记 这 运算 
得 到 的 结果 ，ab 仍 是 G 中 某 个 元 ， 叫 俄 a 和 5 的 乘积 。 这 个 
运算 满足 以 下 三 个 性 质 : (1) 对 和 三 何 .a 、b、c， 有 
(abjc= albc); (2) 有 G 中 元 e， 使 对 所 有 G 中 元 gc， 有 
ae=ea=4，e 圳 做 G 的 单位 元 ; (3) 对 任何 G 中 元 a， 有 G 
中 元 a 和 使 aa’ =a’a=e, a 的 也 记 ， 这 样 的 集合 G 
叫做 一 个 群 。 

上 一 节 的 两 个 例子 都 是 群 ， 各 有 四 不 元 ， 或 称 四 元 群 。 但 
它们 的 结构 不 相同 ， 第 一 个 群 的 全 部 元 自 乘 都 是 单位 元 ， 第 二 
个 群 却 只 有 两 个 元 具备 这 个 性 质 ; 第 二 个 群 拥 有 一 个 元 ， 把 它 
目 乘 1 次 、2 次 、3 次 、4 次 ，: 核 次 得 到 全 部 元 ， 第 一 个 群 却 
没有 这 样 的 一 个 元 。 不 过 ， 两 个 群 都 有 一 沾 性 质 ， 即 是 两 个 元 
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的 乘积 与 次 序 无 关 ，ab 与 ba 是 相同 的 元 ， 


这 样 的 群 叫 做 可 换 


群 。 很 多 群 并 不 是 可 换 群 ， 就 拿 第 2.2 节 里 正方 形 的 对 称 为 


例 ， 把 那 8 个 对 称 记 作 


它们 组 成 一 个 群 ， 结合 关 系 表 (也 称 作 群 表 ) 


先 实施 v 再 实施 gs， 得 t， 先 实 


施 g 再 实施 wp， 得 r。 即 是 gz= 上 


和 vg 二 r， 故 gv 了 关 ve。 不 过 ， 结 
合 律 还 是 丈 苹 的 ， 例 如 (gpjg 
二 tg 二 hh， 而 g(og)= gr 一 A， 或 
简写 作 gvg = 二 h。 任 何 几 何 形 体 
的 全 部 对 称 组 成 一 个 群 ， 结 合 

式 是 按 次 序 的 合成 ， 以 上 举 的 例 
子 只 是 特例 而 已 。 从 实际 几何 考 
碟 ， 读 者 不 难 明 日 这 一 点 ， 你 试 


要 讨论 的 主要 其 实 只 是 这 一 类 对 称 ， 


间 实 现 的 对 称 (例如 三 维 形体 的 镜像 )， 


了 “旋转 ”这 个 字眼 ， 统 称 对 称 群 。 


f 
S 
t 
6 
9 
0 
h 


5 


SS mn a SS | 


图 2.9 
行 嫉 服 上 自己 吧 。 任何 几 何 形体 的 全 部 可 以 在 三 维 空间 实施 的 对 
称 也 组 成 一 个 群 ， 叫 做 那个 几何 形体 的 旋转 对 称 群 。 以 后 我 们 
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如 图 2.9 所 示 。 


9 
VU 
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不 讨论 没有 办 法 在 三 维 空 
为 免 罗 嗓 ， 我 们 省 略 


上 面 举 的 几 个 例子 ， 群 只 【包含 有 限 多 个 元 ， 故 称 有 限 
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群 。 若 有 和 根 群 G 有 NN 个 元 ,: 便 说 G 的 阶 是 W， 记 作 |G| 
= NM (对 汪 个 集 S 来 说 ，|S| 表示 5S 的 基数 ， 对 有 限 的 5， 
那 即 是 'S 包含 的 元 的 个 数 。) 很 多 群 不 是 有 限 群 ; 最 简单 的 
例子 是 整数 坎 群 Z,，0 是 单位 元 ，a 的 道 元 是 一 a。 一 个 图 的 
全 部 对 称 组 成 移 群 也 是 个 无 限 群 ， 读 者 能 把 它 描述 出 来 吗 ? 
在 以 后 的 章节 里 ， 我 们 要 面 对 的 都 是 有 限 群 ， 为 免 罗 呈 ， 从 
今 开 始 ， 如 无 特别 声明 ， 群 邑 是 有 限 群 8; 虽然 以 后 要 叙述 的 
定理 都 是 针对 有 限 群 而 言 ，: 有 不 少 定理 对 无 限 群 同样 也 成 
立 ， 不 过 我 未 一 一 指出 了 ， 有 兴趣 的 读者 自行 找 出 来 吧 。 


”2.5 群 的 一 些 基 本 性 质 


设 CC 是 个 群 ， 它 的 单位 元 e 的 界定 性 质 是 : 对 任意 G 中 
元 2a， 有 ae 一 ea=a。 由 此 不 难 证 明 单 位 元 是 唯一 的 ， 如 果 
元 e 也 满足 同样 性 质 ， 便 有 ee = e' 和 ee=e， 所 以 e = e' 
对 a 来 说 ， 它 的 逆 元 w 的 界定 性 质 是 : aa' = a'a = ee。 由 此 也 
不 难 证 明 a 的 道 元 是 难 一 的 ， 如 果 元 a” 也 满足 同样 性 质 ， 便 
有 a =4'e = 二 4a’'(4qa')=(a"a)a'=ea’=a’ 通常 我 们 把 a 的 道 
元 记 作 a -1 :由 于 存在 逆 元 ， 群 G 满足 消去 律 ， 即 是 说 : 如 
果 ab = ac, : 则 :4 = Cs 如 果 pa 一 Ca， : 则 b=e., 这 是 因为 
从 ab:==ac 可 得 a-i(ab)=a-i(ac)}， 从 而 (a -ia)b 
二 (a "ia)je， 即 eb = 二 ec， 亦 即 b=c; 同 理 ， 从 ba 二 ca 可 
得 b= 二 4。 以 上 所 述 ， 其 实 都 是 读者 自 小 学 中 学 以 来 便 耳 熟 能 
详 的 知识 ,. 在 四 则 运算 中 经 常用 了 而 不 自觉 只 是 当时 并 非 
从 这 种 角度 看 待 问题 吧 。 比方 说 ， 解 2x 十 3= 7 这 个 方程 
那个 未 知 数 x 代表 某 些 暂时 不 知道 真正 数值 的 实数 。 它 既 代 
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表 某 些 实数 ， 适 用 于 一 般 实 数 的 四 则 运算 也 就 可 施 诸 于 它们 
的 身上 了 。 我 们 把 方程 改写 成 2x = 4， 那 就 是 考虑 实数 以 加 

法 结合 的 群 ， 对 两 边 的 元 同时 加 上 3 的 逆 元 一 3， 再 化 简 。 攻 
着 我 们 把 方程 改写 成 x = 2， 那 就 是 考虑 非 零 实数 以 乘法 结 
的 群 ， 对 两 边 的 元 同时 池上 2 的 逆 元 1 A 2， 再 化 入 由 此 得 
出 答案 。 

不 过 ， 群 这 个 概念 自然 不 局 限于 实数 的 四 则 运算 ， 它 包 
罗 众 多 数学 对 象 。 读 者 将 会 在 下 面 的 章节 里 碰 到 越 来 越 多 群 
的 例子 ， 现 在 让 我 们 看 看 一 些 简单 的 群 的 基本 性 质 . 
请 看 第 2.4 节 结 尾 提 及 的 群 ， 从 群 表 { 见 图 2.9) 中 读者 

是 否 留意 到 它 草 藏 了 一 个 较 小 的 四 元 群 在 里 面 呢 ? 那 就 是 
由 e、r、s、! 组 成 的 子 集 ， 其 实 它 是 一 个 与 梵文 万 字 对 称 群 
有 相同 结构 的 群 ， 它 对 应 的 是 绕 着 中 心 转 0。、90 
180”、270。 的 对 称 。 我 们 说 它 是 原来 那个 群 的 子 群 ， 意 思 
是 说 按 原来 的 群 的 结合 关系 ， 它 自身 仍然 是 一 个 群 。 例 如 在 
实数 加 群 R 里 .( 即 是 全 部 实数 以 加 法 结合 的 群 ) ， 全 部 整数 
组 成 一 个 子 群 之 ， 但 全 部 正 数 却 不 组 成 一 个 子 群 ， 比 如 说 它 
没有 单位 元 〈 它 的 单位 元 只 好 是 0， 但 0 并 不 是 一 个 正 数 ) 。 
不 过 要 注意 一 点 ， 虽 然 群 G 里 的 一 个 子 集 并 不 一 定 是 子 群 ， 
对 别 的 结合 关系 来 说 ,: 它 可 能 是 个 群 ， 只 是 它 的 结合 关系 跟 
原来 的 群 没 有 直属 关系 ， 我 们 不 把 它 叫 做 原来 群 的 子 群 黑 
了 。 例 如 刚刚 提 到 的 正 数 集 P 虽然 不 是 实数 加 群 R 里 的 子 
群 ， 对 乘法 来 说 它 是 一 个 群 。 〈 有 兴趣 的 读者 不 妨 考虑 以 下 
的 问题 : 正 数 乘 群 P、 非 零 实数 乘 群 R* 、 实 数 加 群 R、 整 数 
加 群 Z， 全 部 都 是 无 限 群 ， 它们 的 结构 是 否 相同 呢 ? 哪些 有 
哪些 的 结构 是 相同 呢 ? ) 

”怎样 验证 群 G 里 的 一 个 子 集 矿 是 不 是 子 群 ? 首先 ， 万 必 
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须 是 非 空 集 ; ` 黄 次 ， 如 果 a 和 8 是 妃 中 元 ， 它们 的 乘积 ab 
必须 也 落 在 矿 里; 还 有 ， 如 果 a 是 妃 中 元 ， 它 的 逆 元 a-: 
也 必须 落 在 应 里 。 反 过 来 说 ， 这 些 条 件 已 是 够 保证 豆 是 个 G 
的 子 群 。 读 者 会 间 : “单位 元 在 五 吗 ? 结合 律 成 立 凤 ? ”万 
是 G 的 一 部 分 ， 既 然 结 合 律 在 G 成 立 ， 它 自然 在 石 也 成 
立 。HH 是 非 空 集 、 它 尿 有 至少 一 个 元 4， 所 以 它 也 拥有 a -1， 
因而 它 也 拥有 aa -!=e 了 。 当 右 是非 空 的 有 限 集 时 ， 我 们 其 
至 只 要 验证 一 个 条 件 :. 当 a 和 6 是 太 中 元 时 ， 它 们 的 乘积 ab 
也 是 太 中 元 。 读 者 愿意 试 试 自行 证 明 这 一 辐 事 吗 ? 让 我 给 你 
一 个 提示 ， 选 定 矿 中 一 个 元 a， 把 它 遍 乘 全 部 矿 中 元 ， 看 看 
得 到 一 个 什么 样 的 集合 。 
_ 研 究 群 的 结构 往往 从 它 的 子 群 着 手 。 在 某 种 意义 下 ， 
群 较 原来 的 群 简单 ， 有 时 某 些 子 群 与 原来 的 群 关系 密切 ，L 
政 生 兰 这 些 子 群 的 资料 我 们 绚 获 悉 全 部 或 者 至 少 大 部 分 类 于 
原来 的 群 的 情况 。 举 一 个 十 分 简单 的 例子 ， 和 矩形 ( 非 正 方 
形 ) 的 对 称 群 {J，R，WVV，H}); 有 三 个 二 元 子 群 ， 就 
是 {1，R} 、 {IT,，V} 和 {IJ， 及 } 其 中 任何 两 个 已 足以 刻画 
整个 群 ， 因 为 那个 群 的 任意 元 能 唯一 地 写作 两 个 分 别 落 在 每 
一 个 子 群 的 元 的 乘积 。 试 取 {17， A 和 {1J，V} ，,， 则 五 
二 RV， 看 看 焚 文 万 字 的 对 称 群 ， 只 有 一 个 二 元 子 群 ， 就 
是 {e,s}， 伍 着 它 我 们 不 能 象 上 述 - 般 训 画 整个 群 但 如 果 
我 们 取 ," 或 六 生成 的 子 群 ， 即 是 尽 取 一 切 由 x( 或 :) 和 它 的 
逆 元 组 成 的 连 捉 乘积 ， 便 发 现 这 个 子 群 已 经 是 整个 群 ， 例如 
r2(= rr) = s, ri(=rrr)=1, r4(= rrrr) = e, 懂 群 论 的 读者 
自然 晓 称 四 元 群 只 有 上 述 两 种 结构 ， 未 学 过 群 论 的 读者 , 如 果 
你 有 耐性 把 四 元 群 表 填 一 填 ， 也 不 难得 出 同样 的 结论 。 为 了 
让 目 己 对 群 这 个 概念 更 感 亲 切 ; : 这 番 工 夫 是 不 妨 一 试 的 。 
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设 太 是 nn 阶 群 G 里 的 一 个 m 阶 子 群 ， 五 的 元 是 bi1、 
bp;、…、bm。 如 果 m= 二 nn， 则 五 就 是 G， 否 则 必 有 G 中 元 
a 不 在 甩 里 。 考 虑 ab!1、…、abm， 从 消去 律 得 知 这 是 m 
个 不 同 的 元 。 它 们 都 不 在 万 里， 否则 如 果 某 个 ab, 是 某 个 
b;， 则 a =bjb7!, 由 于 五 是 个 子 群 而 b; 和 4b; 都 在 矿 里 ， 
bjb7! 也 在 五 里， 所 以 a 应 落 在 巨 里， 这 是 个 矛盾 ! 我 们 把 
{abil,…,abm }】 这 个 集 记 作 aH， 称 为 子 群 太 的 ( 左 ) 陪 集 . 
如 果 2m 二 n， 则 五 与 a 合 起 来 便 是 G， 否 则 必 有 G 的 元 a 
不 在 矿 叉 不 在 aH 里， 也 就 是 说 a’ 不 在 态 和 aH 的 并 集 里 。 
考虑 qa’'b1、…、a’b，， 这 是 m 个 不 同 的 元 ， 又 都 不 在 号 
与 aH 的 并 集 里 。 这 是 因为 象 前 面 说 的 ， 它 们 不 在 鼠 里 ; 如 
末 某 个 ab; 是 某 个 ai， 则 ea =a(lbjb 站 1!)， 由 于 bjb 站 在 
里 ，a' 便 落 在 a 里 ， 这 是 个 矛盾 ! 依 此 类 推 ， 或 者 3m 
二 n,， 则 G 是 互 与 aH 与 a 的 并 集 ， 或 者 3m 关 n， 便 有 a” 
不 人 在 如 或 aH 或 a 里， 从 而 产生 一 个 新 的 a"H 来 。 最 后 得 
到 结论 ，G 是 由 鼠 和 它 的 不 同 的 陪 集合 并 而 成 。 设 有 大 个 不 
同 的 障 集 ， 则 n= Km， 大 称 为 子 群 妃 的 指数 ( 见 图 2.10) 。 
因此 ， 任 何 有 限 群 G 的 子 群 矿 的 阶 必 是 G 的 阶 的 因子 ， 
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这 个 够 简易 明 的 结果 ， 是 有 限 群 论 最 基本 的 定理 ， 首 先 见 于 波 
国 数学 家 拉 格 朗 日 J.L.LAGRANGE) 在 1770 年 发 表 的 论文 
上 ， 通 常 称 作 拉 格 朗 日 定理 。 


$ 2.6 ”两 种 常见 的 群 


楚 文 万 字 的 对 称 群 有 个 很 好 的 特性 ， 就 是 单 用 一 个 元 便 可 
以 刻画 整个 群 ， 其 余 的 元 都 是 用 这 个 元 自 乘 若干 次 得 来 ， 元 之 
间 的 绪 合 关系 也 就 显而易见 了 。 这 样 特别 的 元 叫做 群 的 单一 个 
生成 元 ， 拥有 单一 个 生成 元 的 群 叫做 循环 群 让 我 们 仔细 看 看 
循环 群 的 结构 。 

先 弄 清楚 一 条 基本 公式 ， 没 a 是 群 G 中 一 个 元 ， a” 代表 
什么 呢 ? 如 果 n 是 个 正 整 数 , a" 自然 应 代表 a 自 乘 n 次 ， 
a-! 是 a 的 道 元 ， 顺 理 成 章 ，a ~? 应 是 a -'! 自 腾 2 次 ，4a -3 
应 是 a -! 自 乘 3 次 ; 一 般 而 言 ， 如 果 n 是 个 正 整数 ， a-* 代 
表 a -1! 自 肥 n 次 。 看 看 下 面 几 个 式 子 : z 

4a2d3 ~ (aa)(aaa) = aaaaa = as, 

aia™*=(aaaaa)N(a la)=aagg=a, 

a 28 -4 = (gaa)(a - la-ia-lg-l)=a!la-!=4g-?, 
读者 便 明 白 应 成 立 a”*a" = a”m+*， 就 象 中 学 生 已 熟悉 的 指数 法 
则 。 为 了 使 公式 对 任何 整数 m 和 都 成 立 ， 我 们 须 定 义 ao 
= e。 (现在 ， ， 切腹 应 该 明 口 为 什么 我 们 把 4 的 逆 元 写 人 
了 吧 ? 》- : 

给 定 群 G 中 元 a， 习 感 掉 a 生 成 的 子 群 ， 它 由 全 部 
0 (mm 是 任意 整数 ) 组 成 ， 可 记 作 

a) = {qa-3, a-?, a~!, e, a, a2, 4Q3…} 。 
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如 果 G = 《a》，a 便 是 G 的 单一 个 生成 元 ，G 便 是 个 循环 群 。 
如 果 G 是 个 无 限 循环 群 ， 每 个 a” 都 不 同 。 否 则 某 个 as 即 
是 a'!， 且 ss 大 于 1t， 从 消去 律 可 知 a: ‘=asa-'=a’s(a')-! 
=ar(a) := 一 2e。 弃 然 a 自 续 车 于 次 是 e， 便 有 最 小 的 正 整 
数 n 使 a" =e。 因 此 , a、a’?、a;、…、a” 1、a” 二 e 是 nn 
个 互相 不 同 的 元 。 而 且 ,G 由 这 个 元 组 成 , 试 取 G 的 任意 元 
a"， 有 整数 + 使 % = ng 十 +, g 是 整数 ，r 在 0 和 天 一 1 之 间 


图 2.11 . 
(可 取信 0 或 nn 一 1)( 见 图 2 11)。 注 意 a'=4a”"m ”9 


a"m(a") I 二 qme-9 二 aqme 二 a™"， 所 以 或 者 a”m =e， 或 者 
a™ 二 a',，r 是 个 小 于 nn 的 正 整 数 。 于 是 ，G 是 个 阶 群 ， 与 
已 知 条 件 不 符 ! 既然 每 个 a" 不 同 ， 它 们 的 结合 关系 又 服从 指 
数 法 则 ，G 的 结构 其 实 与 整数 加 群 Z 一 般 无 异 。 如 果 G 是 个 
有 限 循环 群 ， 按 照 刚 才 的 推论 ，G 是 个 阶 群 ， 而 且 有 
QT2 一 Qnr2 ql=a"-!, e, a, ql,, a"-l, 
da" =e@, artl =g, art2=42,, qari =a"-l, 
a = @,: \ 
循环 不 息 ， 因而 有 循环 群 的 称号 一 个 n 阶 循环 群 的 结构 ， 与 
模 n 加 群 Z, 的 结构 一 般 无 异 ， 刚 才 的 做 法 ， 不 正 是 考虑 以 
除 六 后 取 余 数 吗 ? 那 相 当 于 进行 模 n 加 法 这 个 运算 。 


循环 群 是 结构 最 简单 的 一 类 群 ， 下 面 接着 要 介绍 的 一 类 群 
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与 循环 群 有 密切 关系 ， 可 以 说 是 由 循环 群 和 它 的 “镜像 ” 合 
成 。 从 几何 角度 看 ， 循 环 群 的 元 是 绕 对 称心 的 全 部 旋转 ， 将 要 
介绍 的 群 的 元 是 这 些 旋 转 结合 绕 着 对 称 轴 的 翻转 。 这 类 群 可 以 
用 两 全 生成 元 刻画 ， 一 个 有 d&， 一 个 时 56，a. 和 都 不 是 单位 
元 。a 满足 an =e， 而 且 nn 是 满足 这 个 条 件 的 最 小 正 整数 ; 5 
满足 52:=e; a 和 卢 有 个 联系 条 件 ， 即 是 ab = ba* ~ 。 翻 译 成 
几何 语言 ， 这 个 联系 条 件 是 说 ; 先 翻转 180 ”再 顺 时 针 方 向 
转 (360 /n)”，、 效 果 等 于 先 北 时 针 方 向 转 (360/n)” 
转 180”; 群 的 每 个 元 都 是 一 连 串 a、b、 a-1(=4a"-!1)、b-! 
( 三) 的 恬 积 ， 由 于 每 个 5b 都 可 以 从 a 的 右边 搬 到 左边 ， 代 价 
是 在 右边 添加 适当 数目 的 a， 群 的 每 个 元 是 形 如 biai'，i 是 个 
人 在 0 与 4 一 1 之 间 的 整数 ,7 是 0 或 1。 元 之 间 的 结合 关系 是 显 
而 甸 见 ， 例 如 着:n 二 5 时 ,. (ba’?)(ba;)= (ba)(ab)(ai) 
= (ba)(ba‘}Ma3)= (b)(ab)(a) = (B)(ab)(a?) = (Da4)(a2) 
= (b&b :as} 三 a。 这 样 的 群 叫做 2n 阶 二 面体 群 ， 通 常 记 
作 D; .一 个 正 n 边 形 的 对 称 群 是 个 这 样 的 群 ， 正 方形 的 对 称 
群 就 是 D4， 它 里 面 蕴 藏 了 一 个 四 元 循环 群 :Z4; 剩 下 的 四 个 元 
可 以 说 是 Z4 的 入 像 。 从 几何 角度 看 ， 我 们 通常 从 n= 3 
起 才 定 义 DD,, 它 一 定 不 是 可 换 群 ,因为 ab 不 是 ba 而 
是 ba" 一 1， 当 ， n= 二 2 时 ， 上 捕 术 的 生成 a 和 4b 还 说 得 过 
去 ， 得 到 的 群 是 {a, b, ba, e!, 它 就 是 第 2.3 节 里 提 
及 的 矩形 : 《 非 正 万 形 ) 对 称 群 ， 你 站 的话 可 避 ns 它 作 DD ，， 
但 它 是 个 可 换 群 

除了 循环 群 与 二 面体 群 外 ， 有 没有 别 的 群 呢 ? 下 面 介绍 
的 做 法， 让 我 们 把 已 知 的 群 粘 合 在 -- 起 ， 人 制造 新 的 群 。 办 法 倒 
简单 得 很 、 设 G! 和 G, 是 两 个 群 ， 考 虑 全 部 有 序 偶 (a1,a,)， 
其 中 ai 是 Gi 的 元 ，a, 是 G， 的 元 。 它们 组 成 的 集 叫 做 G， 
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各 Gs 的 积 ， 写 作 G1 x G，， 在 这 个 集 里 我 们 定义 一 种 结合 关 
系 ， 就 是 (a1，a2)(b1, 52) 二 (a1b1， a20b;)， 右 边 的 a1b1 和 
a2b; 分 别 是 在 G1 和 G, 里 的 滋 积 。 在 这 种 结合 关系 底下 ， 
G1 xG:，: 是个 群 ， 叫 做 群 C 和 和 群 G: 的 直 积 ， 它 的 单位 元 
是 (elie2)， 其 中 el 和 ee, 分 别 是 G 和 G， 的 单位 元 ， 而 
(ai,a2) 的 逆 元 是 (arlarl)。 如 果 G 各 G, 是 可 换 群 ， 则 
G1 x G2 也 是 可 换 群 、 例如 刚才 提 到 的 D, 其 实 与 Z, x Z， 
有 相同 的 结构 。 试 考虑 Z4 x Z4， 它 是 个 16 元 群 。 它 的 每 一 
个 元 目 乘 四 次 后 必 是 单位 元 ， 所 以 它 没有 单一 的 生成 元 ， 它 的 
结构 与 循环 群 Zi 的 结构 有 别 。 它 是 可 换 群 ， 所 以 它 的 结构 与 
二 面体 群 Ds 的 结构 也 有 别 。Z4 x Z4 是 一 个 既 非 循环 群 又 非 
二 面体 群 的 例子 。 当 然 ， 还 有 更 多 别 的 类 型 的 群 ， 我 也 不 在 这 
儿 多 花 笔 器 了 。 就 以 16 元 群 为 例 ， 结 构 互 不 相同 的 群 共有 14 
个 ，Zisc 和 Ds 和 Z4x2Z4 只 是 其 中 三 个 而 已 。 

二 面体 群 DP 是 个 6 元 群 ， 它 的 结构 与 6 元 循环 群 Ze 的 
结构 有 别 ， 但 它 可 以 表 为 另 一 类 型 的 群 ， 而 这 类 群 将 成 为 本 书 
的 主角 之 一 ”就 让 我 们 在 下 一 节 仔 细 看 看 吧 。 


3 2.7 置换 群 


这 一 节 要 介绍 的 群 叫 做 置换 群 ， 其 实在 第 2.2 节 里 它们 已 
登场， 但 既然 它们 将 要 成 为 主角 ， 我 们 不 妨 从 头 说 起 。 所 请 
置换 ， 就 是 把 N 个 不 同 的 东西 的 排列 次 序 调换 ， 说 得 精确 一 
些 ， 就 是 一 个 由 这 六 个 不 同 的 东西 组 成 的 集 
对 应 。 为 方便 叙述 ， 让 我 们 把 这 个 不 网 的 东西 记 作 1、 
“…、W。 一 个 置换 c 可 以 表 为 
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加 o(1) ‘6(2)-…o(N)/ 
意 指 N 对 应 于 o(N)， 例 如 有 五 个 不 同 的 东西 ， 把 1 和 2 调 


痪 ， 其 余 不 动 ， 得 来 的 置换 表 为 (21343) ， 


1] 2345 
(1 2 3 45) 这 个 置换 把 1 换 作 3，2 不 动 ， 3 换 作 4， 4 
换 作 1， 5 不 动 。 如 果 cl 和 ca: 是 两 个 置换 ， 它们 的 合成 ic， 
也 是 一 个 置换 ， 效 果 是 先 按 c， 调换 次 序 ， 再 按 o， 调换 次 


序 。 就 拿 刚才 的 两 个 置换 为 例 ， 
12345\/12345 1 2 5 
(21345)(32415)- (31 ;): 

请 注意 a10 与 a201 不 一 一 定 相 同 ， 例 如 
12345\/12345 /12345 
(12345)(12345)- (12345) 

N 个 不 同 的 东西 的 全 部 置换 组 成 一 个 群 ， 叫 做 :N 次 对 称 群 ， 

记 作 Sw 。 它 的 阶 是 N! (=1x2x3x.…x(N-DxwN), 


单位 元 是 (1 2.N (501) 2)-c(ND ) 的 部 是 


3 4 
4 2 


(c Oo ), 例如 有 五 个 不 同 的 东西 ，( 


7 
1 2 32415 
345 


的 逆 元 是 (1 2 3 1 5 小 写 得 好 看 一 些 , 即 是 (4 : 1 3 5 

几何 形体 的 对 称 群 ， 通 常 可 以 表 为 -一 个 N 次 对 称 群 里 的 
东 个 子 群 。 例 如 正三 角形 的 对 称 群 ， 也 就 是 万;， 里 面 每 个 元 
可 以 看 作 是 三 角形 的 三 个 端点 的 置换 ， 由 于 全 部 六 个 下 置换 都 
能 实现 ， 正 三 角形 的 对 称 群 是 整个 S; 。 正 方形 的 对 称 群 里 每 
个 元 可 以 看 作 是 正方 形 的 四 个 端点 的 置换 ， 但 这 次 并 非 全 部 
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二 十 四 个 置换 都 能 实现 ， 所 以 正方 形 的 对 称 群 不 是 整个 84， 

它 只 是 $4 里 一 个 8 阶 子 群 ， 结 构 与 忆 : 相同 。 正 四 面体 的 对 
称 群 也 是 $4 里 的 一 个 子 群 ， 每 个 元 可 以 看 作 是 正四 面体 的 四 
个 端点 的 置换 .。 它 也 不 是 整个 S4， 因 为 镜像 反 影 是 没 法 实现 


的 ， 例如 { ， 3 ， ) 不 在 对 称 群 里 。 它 也 不 是 六 ,， 因 为 至 


少 已 有 9 个 对 称 : 绕 着 一 条 连接 一 个 端点 与 它 对 面 的 中 心 的 直 
线 为 轴 旋 转 120 ”和 240”， 得 到 两 个 对 称 ; 共有 4 条 类 似 的 
对 称 轴 ， 所 以 至 少 有 8 个 对 称 ， 加 上 恒定 不 动 ， 便 至 少 有 9 个 
对 称 了 。 根 据 拉 格 朗 日 定理 ， 这 个 群 的 阶 是 |S4| = 24 的 因 
子 ， 它 不 是 24， 又 不 小 于 9， 便 只 能 是 12。 因 此 ， 正 四 面体 
的 对 称 群 是 个 12 阶 群 ， 除 了 刚 描 述 了 的 9 个 对 称 ， 再 有 三 
个 ， 就 是 绕 着 一 条 连接 一 对 棱 的 中 点 的 直线 为 轴 旋 转 180 
( 见 图 2.12) 。 用 置换 的 写法 ， 那 12 个 元 是 


(1234) (1234) (1234) (1234) 
1234/ \1423/ \1342 站 \4213 放 
(1234) (1234) (1234) (1234) 
3241/ \4132/ \2431/ \2314 
(1234) (1234) (1234) (1234) 
3124/ \3412/ \4321/ \2143/ 


图 2.12 
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立方 体 的 对 称 群 是 Ss 的 一 个 子 
群 ， 看 过 这 么 多 例子 后 ， 读 者 应 该 明 
白 这 个 群 不 是 整个 $$， 只 是 $s 里 一 
个 较 小 的 子 群 。 如 果 你 留意 到 立方 体 
有 四 条 对 角 线 ( 见 图 2.13)， 而 这 四 条 
对 角 线 的 任何 置换 总 可 以 通过 某 个 对 
称 实现 ， 你 便 知 道 立方 体 的 对 称 群 是 
Ss 里 的 一 个 24 阶 子 群 ， 结 构 与 S 图 213 


2345678 ~ o 
相同 。 例 如 (6 7 8 5 2 4 1 ) 代 表 一 个 绕 着 模 轴 转 90” 的 


对 称 ， 它 把 对 角 线 a=(]，5)、4b= 人 2, 66)、c=(3,，7T)、d=(4，8) 


的 次 序 调换 ， 是 (5 2 2 2 ). 立方 体 的 每 一 面 的 中 心 构成 一 


个 正八 面体 的 六 个 端点 ， 因此 正八 面 体 的 对 称 帮 的 结构 与 立 坟 
体 的 对 称 群 相同 。 

正四 面体 的 对 称 群 ， 是 4 次 对 称 群 5, 里 一 个 很 特殊 的 子 
群 ， 叫 做 4 次 交错 群 ， 让 我 们 跟 交 错 群 也 打 个 交道 吧 。 首 先 ， 
让 我 介绍 一 个 把 置换 写作 轿 分 解 的 表示 方式 ， 为 了 更 好 明白 这 
个 表示 方式 ， 我 采用 一 个 形象 的 阐述 ， 一 个 置换 o 可 以 用 -- 
个 图 去 表达 ， 把 1、2、…、N 写 在 一 个 圆周 上 ， 如 果 把 ， 
换 成 ; ， 即 是 c( 六 =/ ， 便 从 i 点 至 j 点 画 一 条 有 向 的 线段， 


12 34567 8 9101112\,,. 
例如 ( 4。 1051871211 3 9 2 ) 这 -1 直 换 的 图 ， 如 


图 2.14 所 示 。 读 者 一 一 定 留意 到 这 样 的 图 总 是 由 若干 个 圈 组 
成 ， 在 上 面 的 例子 ， 人 一 个 图 
有 三 点 、 两 个 圈 各 有 二 点 、 只 有 一 点 。 我 们 用 (ai,a，， 
,dm) 表示 一 个 有 m 点 的 图 。 意 指 用 a 走 色 a,，a, 走 到 
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mm，…，a， ) 走 到 w，wn 走 到 
maj。 在 上 面 的 例子 ， 那 5 个 图 是 11 | 
( 2，6，8，12)、(1，4，5)、 (3，10)、 
(9，1D)、(7)。 其 实 一 个 圈 (w，a 
…，a) 也 是 一 个 置换 ， 它 把 a，3 
换 作 a,、a, 换 作 qa;、…、a,. 换 8 
作 a,、a 换 作 gl/， 其 余 不 动 。 从 7 
这 个 角度 看 ， 这 些 圈 的 合成 正好 就 / 
是 原来 的 置换 ， 而 且 在 结合 过 程 图 2.14 
中 ， 由 于 每 个 圈 含 的 点 不 落 在 另 一 个 圈 内 ， 结 合 次 序 无 关 大 
局 。 在 上 面 的 例子 ， 我 们 可 以 写成 


(4 34567 8 91011 5 ) 
4610S1871211 3 9 2 


= (1,4,5)(2,6,8,12)(3,10)(7)(9,11). 

一 般 而 言 ， 任 何 置 换 o 能 唯一 (次 序 不 计 ) 表 成 若干 个 圈 的 
乘积 ， 叫 做 o 的 圈 分 解 。 每 个 圈 上 的 点 数 叫 做 它 的 圈 长 ， 图 
长 是 1 的 圈 即 是 单位 元 置换 ， 圈 长 是 2 的 图 叫做 对 换 。 我 们 把 
置换 o 的 图 分 解 里 的 轿 的 个 数 记 作 1(o)， 例 如 在 上 面 的 例子 ， 
1(o)= 5, ”i 

设 c 是 一 个 置换 ， 而 rz 是 一 个 对 换 ， 你 猜 ra 与 c 有 什么 
好 的 关系 呢 ? 分 两 种 情况 讨论 : (1) +=(a,B), a 和 4b 在 0 的 
图 分 解 里 同一 个 圈 上 ， 结 合 t 后 ， 效 果 等 于 把 这 个 圈 分 裂 为 两 
个 圈 ( 见 图 2.15)。(2) t=(a,5),，a 和 45 在 o 的 圈 分 解 里 不 同 
的 图 上 ， 结 合 t 后 ， 效 果 等 于 把 这 两 个 图 合并 为 一 个 圈 ( 见 图 
2.16) 。 不 论 是 那 一 种 情况 ，Ao) 与 1 (to) 总 是 相差 1。 让 我 们 
定义 o 的 正 负 号 函数 作 sgn(o)=(-1*" 9， 则 sgn(t0)= 
-sgn(o)。 因 此 ， 如 有 果 是 天 个 对 换 的 乘积 ， 则 sgn(c)= 
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6 


2.15 


可 图 2.16 : 和 
(-1Y， 这 是 因为 从 定义 可 知 sgn(e)=1，e 是 单位 元 置换 。 每 
个 置换 是 若干 个 圈 的 乘积 ， 而 每 个 圈 又 可 以 写作 若干 个 对 换 的 
乘积 ,比方 (a1, a2,…,am) = (aiyazjaayas) (am-2, am-1) 
(am am)， 所 以 任何 鞭 换 可 以 写成 若干 个 对 换 的 习 积 。 这 种 写 
法 可 不 是 唯一 的 ， 因 为 把 一 个 图 写成 对 换 的 匀 积 ， 有 不 同 的 方 
法 ， 例 如 (1,2,3;4,5)=(1,2)(2,3)(3,4)(4,5)， 但 也 有 (1,2,3,4,5) 
二 (1,2)(2,4)(1,5)(4,5)(2,3)(1,4)。 不 过 ，sgn(o) 却 因 o 而 确定 ， 
与 o 是 多 少 个 对 换 合成 无 关 。 根 据 刚 才 的 正 负 号 函数 公式 ， 
我 们 知道 虽然 o 的 对 换 乘 积 表示 方式 不 唯一 ， 对 换 的 个 数 的 
奇偶 性 却 是 唯一 的 ， 因 o 而 确定 。 我 们 把 sgn(o)=1 的 置换 o 
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叫做 偶 置 换 ， 偶 痘 换 由 偶数 多 个 对 换 合 成 ; 把 sgn(o)= 一 1 的 
团 换 c 叫做 奇 置 换 ， 奇 置换 由 奇数 多 个 对 换 合成 。 如 果 o, 和 
o; 都 是 偶 置换 ， 它 们 的 乘积 oo, 也 是 偶 置 换 ，e 当然 是 个 偶 
置换 ， 所 以 全 部 偶 置 换 组 成 sw 里 的 一 个 子 群 ， 叫 做 入 次 交错 
群 ， 记 作 A4w。 如 果 7 是 个 对 换 ， 它 是 个 奇 置换 ， 所 以 对 任何 
Aw 中 的 元 o，to 是 个 奇 置换 ， 击 且 任 何 奇 置换 o 也 可 以 由 这 
种 做 法 得 来 ， 只 用 取 偶 置换 so’,， 便 有 t(to )=t*o =o。 因 
此 ，Aw 的 阶 正好 是 5S% 的 一 半 ， 即 是 NI / 2， 或 者 说 ，Aw 的 
指数 是 2。 z 

正四 面体 的 对 称 群 是 5 里 的 
一 个 12 阶 子 群 ， 它 其 实 与 4 的 
结构 相同 。 众 所 周知 ， 正 多 面体 除 
了 正四 面体 、 立 方 体 和 正八 面体 
外 ， 还 有 两 个 ， 就 是 正 十 二 面体 和 
正二 十 面体 。 正 十 二 面体 每 一 面 的 
中 心 构成 一 个 正二 十 面体 的 十 二 个 
闪 点 ， 所 以 它们 的 对 称 群 是 相同 
的 。 经 过 小 心 的 计算 (这 上 儿 不 图 2.17 
费 述 )， 可 以 知道 它们 的 对 称 群 是 4;。 从 几何 角度 看 ， 正 十 二 
面体 里 列 藏 了 五 个 立方 体 ( 见 图 2.17)， 每 个 正 十 二 面体 的 对 
称 ， 把 这 五 个 立方 体 的 次 序 调 换 ， 所 以 正 十 二 面体 的 对 称 群 可 
以 看 作 是 S; 里 的 一 个 子 群 ， 正 好 是 4.。。 

以 上 谈 了 这 么 多 的 例子 ， 都 是 某 个 Sv 里 的 一 个 子 群 。 凡 是 
Sw 里 的 子 群 ， 便 叫做 置换 群 ， 以 上 的 例子 ， 都 是 置换 群 。 以 上 
的 例子 是 置换 群 ， 不 难 从 它们 的 几何 定义 去 理解 ， 例 如 正三 角形 
有 三 个 端点 ， 所 以 它 的 对 称 群 是 $; 的 一 个 子 群 。 但 其 实 更 抽象 
地 ， 任 何 有 限 群 都 是 置换 群 ， 说 得 更 仔细 ， 任 何 N 阶 群 都 是 入 
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次 对 称 群 Sv 里 的 一 个 子 群 。 这 是 英国 数学 家 凯 羔 
(A.CAYLEY) 在 1878 年 发 现 的 著名 定理 。 如 果 你 审视 群 表 ， 
也 许 你 会 发 现 这 一 回 事 ， 和 群 表 的 每 一 行 都 是 首 行 的 置换 ， 而 且 行 
与 行 (看 成 是 置换 ) 的 合成 正好 与 首 列 相 应 的 元 的 合成 吻合 。 让 
我 举 一 实 例 印 证 ， 一 般 的 证 明 留 待 有 兴趣 的 读者 目 己 做 吧 : 图 
2.18 是 矩形 ( 非 正 方形 ) 的 对 称 群 的 群 表 ， 为 多 于 比较 我 用 了 
1]、2、3、4 分 别 代 蔡 TT R、V 五 . 对 应 于 3 的 置换 是 
(, 1 > ) 对 应 于 4 的 置换 是 ( 。 ? ; |): 3 与 4 结合 得 2 对 


GE 


=- (1234 


，7 4.， )， 所 以 这 个 四 元 群 是 5, 里 的 一 个 4 阶 子 群 
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第 三 章 “人 氏 引 班 ” 


3.1 群 在 集 上 的 作用 


让 我 们 看 一 个 既 不 是 太 复 杂 又 不 是 太 简 单 的 例子 ， 就 是 
正方 形 的 对 称 群 。 从 第 2 章 第 2.2 节 和 2.7 节 的 讨论 中 我 们 知 
道 这 个 群 是 八 元 二 面体 群 D;， 亦 可 以 看 成 是 4 次 对 称 群 S4 
里 的 一 个 八 阶 子 群 ， 它 的 元 是 


-(1234) -(1234 -(1234 1 、 - (1234 
0 NA 人 1234 作 :4123 人 “2 3412 人 3 \2341 店 


、 - (1234) ; = (1234) 。 = (1234 ) _ = (1234) 
4 4321/ YY \1432  \2143/\3214 放 


现在 ， 让 我 们 在 正方 形 的 四 个 角 上 放置 标 以 4、B、C、D 的 

四 个 球 ， 每 个 角 上 放 一 个 。 如 果 正 方形 是 固定 不 动 的 ， 便 

有 24 个 不 同 的 摆 法 ， 可 以 写作 
(4BCPD)、(4BDC)、(4CBD)、… 

象 头 一 个 捍 法 ， 是 把 4 放 在 1 号 角 、B 放 在 2 号角、C 放 在 3 


34 


了 


号 角 、 万 放 在 4 号角， 余 类 推 。 不 过 ， 这 种 表 写 方式 可 没有 
考虑 到 那 四 个 角 其 实 是 不 可 区 别 的 ， 例 如 (4BCD) 
和 (DABO) 貌 异 而 实 同 ， 把 前 一 个 放置 了 球 的 正方 形 逆 时 针 
方向 转 90“( 即 是 xi 的 作用 ) 便 得 出 后 一 个 了 。 类 似 地 ， 
从 (4 加 CD) 经 由 正方 形 对 称 群 的 8 个 移动 可 得 由 8 个 互相 貌 
异 而 实 同 的 摆 法 ， 即 是 | 
(ABCD). (DABC). (CDAB). (BCDA). 

(DCBA). (A4DCB). (BADC).. (CBAD). 
但 (B4CD) 却 是 一 个 竟 异 亦 实 异 的 摆 法 ， 不 论 你 怎样 移动 正 
方形 ， 都 不 能 从 (4BCD) 得 出 (BA4CD) 的 。 从 (B84ACD) 经 由 
正方 形 对 称 群 的 8 个 移动 可 得 出 另外 8 个 互相 摇 异 而 实则 的 所 
法 ， 即 是 

(BACD). (DB4 C). (CDBA). (4CD8). 

(DCAB). (BDCA). (4BDC). (CABD). 
这 8 个 摆 法 与 前 8 个 摆 法 合 起 来 ， 共 有 16 个 ， 还 欠 8 个 才 凌 
足 24 个 摆 法 ， 那 8 个 就 是 . 

(4CBD). (DACB). (BDAO). (CBDA) 

(DBCA). (4DBC). (CADB). (BCAD)., 
从 头 一 个 经 由 正方 形 对 称 群 的 8 个 移动 ， 可 得 出 全 部 8 个 。 所 
以 ， 真 正 不 同 的 摆 法 其 实 只 有 3 个， 就 是 

《ABCD). (BACD). (4CBD). 

从 这 个 例子 我 们 清楚 见 到 关键 所 在 ， 正 方形 对 称 群 作用 在 
全 部 构 形 上 ， 把 它们 划分 为 车 二 类 ， 每 一 类 才 是 我 们 应 该 着 眼 
的 个 体 。 要 数 数 有 多 少 个 真正 不 同 的 构 形 ， 就 是 要 数 数 有 多 少 
类 。 这 种 想法 ， 导 致 群 作用 在 集 上 的 概念 ， 为 了 方便 以 后 叙 
述 ， 容 许 我 稍为 抽象 一 些 作 个 介绍 。 设 G 是 一 个 群 ，S 是 一 个 
集 ， 对 任意 G 中 元 g 和 S 中 元 s 规定 二 者 结合 产生 某 个 5S 的 
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元 ， 记 作 g*s。 这 种 结合 关系 满足 以 下 两 个 条 件 : (1) 对 G 中 
元 g、 有 hh 和 S 中 元 s， 有 gg *(h*s)=(gh)*s，(2) 对 S 中 元 5s 
有 e*s=s。 这 儿 的 gh 表示 g 和 有 在 G 里 的 来 积 ， 而 e 表 
示 G 的 单位 元 。 我 们 把 这 样 的 结合 关系 叫做 G 在 S 上 的 作 
用 。 丽 悉 高 等 数学 名 词 的 读者 ， 都 知道 那 等 于 说 G 在 S 上 的 
作用 是 个 从 G x S 至 S 的 映射 ,满足 条 件 (1) 和 (2)。 不过， 

读者 即使 不 懂 这 些 名 词 也 不 要 紧 ， 主 要 是 明白 其 中 涵义 。 见 
过 前 面 的 例子 ， 读 者 对 这 个 概念 的 其 中 涵义 ， 应 该 觉得 “ 司 
马上 昭 之 心 ， 路 人 千 知 ”了 吧 ? 比如 说 ，S 是 全 部 24 个 摆 


”法 (A4BCD), (4 BDO),. (ACBD). i 组 成 的 集 ，G 是 正方 


形 的 对 称 群 。e 就 是 xe， 即 是 不 动 ，、 所 以 e 作用 于 任何 摆 法 s 
还 是 得 出 原来 的 摆 法 s， 这 即 是 条 件 (2)。 考 虑 。 
二 (4BCD)，g =xi1,， 有 二 xs。 注 意 到 g 是 逆 时 和 针 方 向 转 90 ° 
的 移动 ，h 是 绕 着 和 斜 向 右 下 角 的 对 角 线 作 轴 翻转 180 ”的 移 
动 ，gh 是 先 h 后 g， 相 当 于 绕 着 模 中 线 作 轴 翻转 180 ”的 移 
动 ， 妈 是 x。。 先 经 有 作用 于 s 得 出 s =(4DCB)， 再 经 g 作 
用 于 > 得 出 (BADC)， 效 果 与 直接 经 gh = xs 作用 于 s 是 相同 
的 ， 这 即 是 条 件 (1)。 

按照 刚才 的 例子 ， 我 们 应 该 着 眼 于 计算 全 部 eg * s，s 是 给 
定 ， 而 8 走廊 群 G。 在 刚才 的 例子 里 ， 这 种 计算 的 结果 是 把 Ss 
的 元 划分 为 三 类 ， 一 般 而 言 ， 是 否 仍 然 有 这 个 现象 呢 ? 让 我 们 
看 看 ， 为 方便 叙述 ， 先 引入 以 下 的 术语 。 给 定 $ 中 一 个 元 s， 
全 部 g * sg 走 遍 群 G) 组 成 一 个 $ 的 子 集 ， 记 作 G(s)， 叫 做 ;s 
的 执 。 用 集合 论 的 语言 ， 这 个 写作 G(s)= {fg*slsgeG}。 不 
同 的 * 可 能 产生 不 同 的 轨 ， 但 不 同 的 轨 必 不 相交 ， 即 是 说 两 者 
没有 公共 的 元 。 要 说 明 这 一 回 事 并 不 难 ， 让 我 只 勾画 证 明 的 
轮廓 ， 留 竺 读者 自行 补足 细节 。 设 G(s1) 和 G(s;,) 分别 是 s， 
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和 ;的 轨 ， 它 们 有 一 公共 元 :， 要 证 明 G(s1) 和 G(s2) 是 相同 
各 (个 先 图 3.1)， 披 足 文 ， 有 G 中 元 g1 和 gs 从 tg 


G( si ) 


/ G(.52) 
团 3.1 
所 以 Ss1=e*s1=(g7 gi)* 81 
=gr!l* (gi *S1) / 
: =gFr lx* (g2 * $52) 二 (er lg 27) * $52, 
所 以 s1 落 在 G(s;) 里 ， 从 而 全 部 G(s1) 的 元 也 落 在 G(s2) 
里 ; 类 似 地 可 证 明 全 部 G(s2) 的 元 也 落 在 G(s1) 里 ; 所 以 
G(s1) = G(s2)。 每 一 个 S 的 元 必 落 在 某 个 轨 ， 具 体 地 说 ，* 落 
在 s 的 轨 G(s)， 这 是 因为 s =e *s。 于 是 ， 我 们 知道 S 给 划分 
为 若干 个 轨 ， 即 是 若干 个 互 不 相交 的 子 集 合并 而 成 S( 兄 
图 3.2)， 我 们 要 数 的 正 是 轨 的 个 数 。 


图 3.2 
在 前 面 的 例子 里 ， 有 3 个 轨 ， 每 个 轨 有 8 个 元 。 这 样 整齐 
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的 现象 可 不 是 常规 ， 一 般 而 言 ， 软 的 大 小 不 是 个 个 一 样 的 。 
不 如 让 我 们 多 看 一 个 例子 ，G 仍然 是 正方 形 的 对 称 群 ，S 是 全 
部 在 正方 形 的 四 个 角 上 各 放 一 个 黑 球 或 白 球 的 摆 法 组 成 的 
集 。 这 些 摆 法 共有 24 = 16 个 ， 可 写作 
: “( 黑 黑 黑 黑 )、( 黑 黑 黑白 )、( 黑 黑白 黑 )、… 

其 意 自明 ，G 在 S 上 的 作用 ， 类 似 前 述 ， 它 导致 的 轨 共 有 6 
个 ， 其 中 两 个 轨 各 有 1 个 元 、 一 个 罗 有 2 个 元 、 三 个 轨 各 有 4 
个 元 ( 见 图 3.3)。 这 6 个 轨 代 表 了 真正 不 同 的 摆 法 ， 其 中 一 个 
用 上 四 个 黑 球 、 一 个 用 上 三 个 黑 球 、 两 个 用 上 两 个 黑 球 、 一 
TH 一 个 没有 用 上 黑 球 . 


图 3.3 


说 到 这 上 儿 ， 读 者 可 能 会 间 : “为 什么 把 那些 G(s) 叫做 轨 
呢 ?” 试 考虑 无 穷 平面 的 旋转 群 G，G 中 每 个 元 代表 绕 着 平面 
上 一 个 固定 点 逆 时 针 方 向 旋转 某 个 角度 的 移动 ， 群 的 结合 
系 是 旋转 角 的 警 加 。 设 5 是 平面 的 点 组 成 的 集 ，G 在 S$ 上 的 
作用 就 是 经 旋转 后 把 原来 一 点 移 到 它 应 去 的 位 置 上 那 一 点 ， 
那么 ，G(s) 是 什么 呢 ? 请 读者 试 自行 画 出 来 ， 看 着 图 你 便 同 
意 轨 这 个 名 字 的 确 有 贴切 的 几何 意思 . 
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: “ $3.2 轨 和 稳定 子 群 


现在 ， 我 们 可 以 把 问题 表述 成 以 下 的 形式 : 已 知 一 个 
群 G 在 一 个 集 S 上 的 作用 ， 试 计算 轨 的 个 数 。 如 果 每 个 轨 的 
大 小 是 一 样 ， 设 有 大 个 元 ， 答 案 容 易 得 出 ， 就 是 18| /kk，|5 
是 S 的 元 的 个 数 。 但 上 一 节 里 第 二 个 例子 说 明了 一 般 情 况 并 非 
如 此 ， 我 们 首先 要 计算 的 是 每 个 轨 有 多 少 个 元 ， 这 便 引入 稳定 
子 群 的 概念 了 。 让 我 们 先 理解 为 什么 轨 的 大 小 不 一 样 ， 那 是 因 
为 可 能 存在 G 中 元 g1 和 gs，,， gi1 关 g2, 但 g1*s=g，*s。 如 
果 没 有 那样 的 元 ，g 走 遍 群 G 时 ，g * s 个 个 不 相同 ， 于 是 每 
个 罗 都 有 |G| 个 元 了 。 请 注意 ， 以 上 的 说 法 等 于 说 : 存在 G 中 
元 8; 8 不 是 单位 元 ， 但 g *s =s。 读 者 内 要 仿效 上 一 节 用 过 
的 做 法 ， 运 用 条 件 (1) 和 (2) 便 能 证 明 这 一 回 事 ， 我 不 蒙 述 
了 。 我 们 把 全 部 满足 g*s=s 的 gg 收集 在 一 起 ， 它 们 不 单 组 
成 G 的 一 个 子 集 ， 更 组 成 G 的 一 个 子 群 ， 验 证 是 直接 计算 ， 
又 是 运用 条 件 (1) 和 (2)， 我 也 不 著述 了 。 这 个 子 群 记 作 G，， 
叫做 s 的 稳定 子 群 ， 用 集合 论 的 语言 写作 G,; = {glg 
EG, g*s 一 s} -请 读者 不 要 把 G， 和 G(s) 混 消 ， 前 者 是 C 
的 一 个 子 群 .后 者 是 8 的 一 个 子 集 。 … 

接着 要 说 明 的 一 个 公式 直觉 上 相当 明显 ,， 但 为 了 符合 上 一 
节 的 定义 我 们 不 得 不 作 一 点 数学 上 的 “ 妆 扮 ”， 不 如 让 我 先 道 
出 公式 的 中 心思 想 再 去 证 明 它 吧 。 我 们 利用 G, 把 G 划分 成 若 
干 块 ， 构 成 每 一 块 的 元 正好 是 作用 于 s 有 相同 效果 的 元 ， 于 是 


每 一 块 便 对 应 于 轨 G(s) 一 个 元 ， 有 多 少 块 G(s) 便 有 多 少 个 元 . 


了 了。 划分 的 办 法 是 用 G, 的 元 让 乘 G 的 元 ， 容 易 知 道 这 样 做 每 
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块 有 同样 多 的 元 ， 元 的 个 数 就 是 G, 的 阶 。 因 此 ， 如 果 G 的 阶 
是 n，G, 的 阶 是 m， 则 G 给 划分 成 n/m 块 ， 所 以 胃 G(s) 也 
就 有 n/m 个 元 了 ( 见 图 3.4)。 还 记得 第 2 章 第 2.5 节 的 内 容 


Cr S 


图 3.4 

的 读者 ， 自 然 认 得 n/m 这 个 数 即 是 子 群 C, 的 指数 。 现 在 让 
我 们 来 证 明 这 个 公式 : G(s) 中 元 的 个 数 等 于 稳定 子 群 G, 的 指 
数 ， 先 定义 以 下 群 G, 在 集 G 上 的 作用 ， 对 G, 中 元 疡 和 G 
中 元 g， 规 定 h*g 是 gh-i(g 和 有 hh-! 在 G 里 的 乘积 )。 不 难 
验算 那 真 的 是 个 群 在 集 上 的 作用 ， 于 是 G 给 划分 成 轨 G, (8) 
= {gh -ilheG,} ，g 走 遍 群 G。 也 不 难 验 算 每 个 轨 G,(g) 
有 nn 个 元 ，G,(g1) 二 G,(g2) 当 且 仪 当 giig2 洲 在 G, 里 ， 亦 
即 是 说 g 1 *s =g2*s。 对 每 块 G,(g) 规定 g*sy 与 它 对 应 ， 这 
个 对 应 与 g 在 G,(g) 里 的 选取 无 关 ， 而 且 不 同 的 G,(g) 对 应 
于 不 同 的 元 g * s， 任 何 G(s) 的 元 又 与 某 块 G;(g) 对 应 ， 于 
是 G(s) 的 元 的 个 数 等 于 块 的 个 数 ， 即 是 n/m， 也 即 是 子 
群 G, 的 指数 。 

有 了 上 面 的 公式 ， 我 们 终于 能 够 说 明 一 个 非常 有 用 的 计数 
公式 ， 也 就 是 本 书 要 讲述 的 中 心理 论 的 头 一 步 ， 这 个 计数 公式 
在 很 多 书本 中 被 称 作 “ 伯 氏 引 理 ”"(BURNSIDE’S LEMMA)， 因 
为 它 经 由 英国 群 论 专家 伯 恩 赛 德 (W.BURNSIDE) 的 经 典 名 著 
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《有 限 群 论 》( 第 二 版 ，1911 年 ) 而 广泛 流传 。 其 实 ， 早 于 1845 
年 法 国 数学 家 柯 西 (A.L.CAUCHY) 已 提出 这 个 公式 ， 后 来 德国 
数学 家 弗 洛 比 尼斯 (F.G:FROBENITUS) 把 它 证 明了 。 由 于 习 称 已 
久 ， 本 书 寻 且 沿用 “ 伯 氏 引 理 ”这 个 名 字 ， 有 兴趣 多 知道 一 些 有 
关 史 料 的 读者 ， 可 以 参看 以 下 的 文章 : P.M.NEUMANN,， 
A LEMMA THAT IS NOT BURNSIDE’S, THE MAT- 

HEMATICAL SCIENTIST, VOL. 4. NO. 2(1979)，133- 
141; E.M:WRIGHT, BURNSIDE'S LEMMA: A HIS.: 
TORICAL NOTE, JOURNAL OF COMBINATORIAL 
THEORY, SERIES B, VOL.30(1981), 89—90. 


$ 3.3. 伯 氏 引 理 的 证 阴 


让 我 们 先 写 下 伯 氏 引 理 : 设 G 是 一 个 nn 阶 群 ， 有 
tg1，82，"…，gn，S 是 一 个 有 限 集 ， 而 G 作用 于 S 上 。 如 
果 > 是 这 个 作用 下 的 轨 的 个 数 ， 则 四 

rn =|X(g1) + *… + |X(g,), 
X(g) 是 由 S 中 所 有 满足 g * s =s 的 元 s 组 成 的 集 ，jXY(g)| 是 
这 个 集 的 元 的 个 数 ， 

未 证 明 这 条 定理 前 ， 让 我 们 用 第 3.1 节 的 两 个 例子 印证 一 
下 。 在 第 一 个 例子 里 ， 数 据 如 下 : : 

n= 8; |X(xo)| = 24, |X(xi)|=… =|X(x7)| =0, 

为 什么 是 这 样 呢 ?对 x。 来 说 ， 作 用 是 不 移动 正方 形 ， 所 以 不 
论 是 24 个 摆 靶 中 哪 一 个 ， 经 x。o 的 作用 后 还 是 同一 个 ， 所 
以 YLxe) 是 全 部 24 个 摆 法 组 成 的 集 。 对 任何 别 的 元 ， 作 用 总 
是 移动 了 某 些 角 ， 所 以 不 论 是 哪 一 个 摆 法 ， 经 它 的 作用 后 肯 
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定 不 是 同一 个 ， 所 以 对 (x 1)、X(x2)、…、 革 (x7) 都 是 空 集 。 
把 数据 代入 伯 氏 引 理 的 公式 ， 轨 的 数目 rz 满足 8r = 24 二 0 
十 … 十 0 = 24， 所 以 rz =3。 在 第 二 个 例子 里 ， 数 据 如 下 : 
=8; |X(xo)|=16, |X(x1)|=2, I[X(xs} = 

[X(x3)|=2, |X(x4s)|=4, |X(x;s)|=8, 

|X(x6)| = 4， |X(x7)| = 8, z 
为 什么 是 这 样 呢 ? 迟 一 总 我 们 将 在 第 3.4 节 里 介绍 一 个 概括 的 
普遍 算法 ， 读 者 暂时 不 妨 按照 定义 就 着 个 别 特殊 情况 计算 ， 
这 对 以 后 的 解释 ， 是 有 助 于 理解 的 。 把 数据 代入 伯 氏 引 理 的 
公式 ， 轨 的 数目 +r 满足 8r=16 十 2 十 4 十 2 十 4 十 8 十 4 十 8 
一 48， 上 所 以 和 = 6。 

证 明 伯 氏 引 理 的 方法 ， 是 用 两 种 不 同 的 看 法 去 数 同一 
数目 ， 这 个 数目 就 是 全 部 满足 gg*s=;s 的 有 序 侦 (sg，、s) 的 个 
数 ， 暂 记 作 M。 先 选 定 g， 应 有 [|X(g)l 个 那 种 有 序 偶 ， 再 走 
遇 G 中 元 g， 得 到 M =|x(g1) 咱 十 … 十 |x(gn)|。 再 选 定 *, 应 
有 |G s| 个 那 种 有 序 偶 , 再 走 遍 5 中 元 s, 得 到 MY = 51G,|， 求 
和 式 中 的 项 数 等 于 S 中 元 的 个 数 。 利 用 第 3.2 节 的 公式 ， 我 们 
把 1G ;| 换 作 An(s)，n(s) 是 轨 G(s) 的 元 的 个 数 。 如 果 
办 G(s) 有 元 s1、…、s;，j 二 n(s)， 便 有 

IG 十 二 1G |=n(1/j+… +1/j)=n, 
因为 式 中 正好 有 7 个 1/ 六 因此 ， 如 果 有 个 轨 ，HM = ZIG ,| 
=rn。 把 两 个 计算 M 的 答案 比较 ， 便 有 

rn=|X(ei)d+-… +|X(en) 
证 明 完 毕 。 
设 G 是 一 个 群 ， 五 是 G 的 一 个 子 群 ， 定 义 以 下 群 五 在 集 G 
上 的 作用 : 对 如 中 元 hh 和 G 中 元 gg， 规定 hxg 是 gh-1(g 
和 有 -! 在 G 里 的 乘积 )。 在 第 3.2 节 里 你 已 见 过 类 似 的 作用 ， 


42 


这 次 g 的 轨 瓦 (lg) = {fgh -ilheH})} 也 就 是 {gplAe 五 》 ,在 
第 2.5 节 里 这 个 岂 做 包 售 g 的 万 的 ( 左 ) 陪 集 ， 陪 集 的 个 数 吊 
做 瑟 的 指数 ， 记 作 (G : 石 )。 把 伯 氏 引 理 应 用 于 这 个 特殊 情 
况 ， 数 据 如 下 : 
n=|H|; IX(e)|=|Gl; |X(h)|=0, h#¥e; r=(G : H). 

读者 试 写 下 XX(h) 的 定义 便 明 白 了 。 因 此 ， 公 式 变 
成 (G : H)IAI=|G|， 那 即 是 第 2.5 节 提 及 的 拉 格 朗 日 定理 的 内 
容 。 就 这 个 意义 说 ， 伯 氏 引 理 是 拉 格 朗 日 定理 的 推广 。 


$ 3.4” 伯 氏 引 理 的 应 用 


让 我 们 回 到 第 3.1 节 的 第 二 个 例子 ， 这 是 一 个 颇 为 典型 
的 问题 ， 值 得 我 们 多 费 一 点 笔墨 把 它 纳 入 一 个 较 广 泛 的 结 
构 ， 所 以 容许 我 采用 一 个 较 抽 象 的 表述 方式 。 

专 谍 两 个 集 ，C = {1…,， N} 和 R= {riy…, rn} 。S 
是 全 部 从 C 到 R 的 映射 组 成 的 集 ， 那 即 是 说 ，S 中 的 元 和 是 
这 样 的 ， 它 对 每 个 C 中 元 x 对 应 一 个 R 中 元 ， 记 作 y 
=/ (x)。 看 看 实例 较 易 明白 ， 在 第 3.1 节 那 个 例子 里 ，N 
=4,，m =2 而 ri = 白 . +，= 黑 . 5 中 一 个 典型 的 元 了 是 这 
样 : f(1)= 白 、f(2)= 白 、f/G3)= 黑 、f(4) = 黑 ; 它 代表 的 
自然 是 一 个 摆 法 : 在 1 号 角 和 2 号角 放 和 白 球 ， 在 3 号 角 和 4 号 
角 放 黑 球 ， 也 即 是 在 第 3.1 节 写 的 (和 白白 黑 黑 )。GC 是 N 次 对 
称 群 Sw 里 某 个 子 群 ， 我 们 定义 群 G 在 集 S 上 的 作用 如 下 : 
对 G 中 元 不 与 5S 中 元 了 f, 规定 x*f 是 fx, 即 是 f 和 x( 两 者 都 
看 作 是 映射 ) 的 合成 。 看 看 实例 较 易 明白 ， 在 第 3.1 节 那 个 例 
于 里 ,G 是 正方 形 的 对 称 群 ,看 成 是 $4 的 子 群 ， 元 是 xo、 
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XT、……、 xy( 见 第 3.1 市 )， 设 x=xs = ( 103> ff 如 上 述 。 
那么 fx(1)=f(1)= 白 、f x(2)=f (4)= 黑 、f x(3)=/ (3)= 
黑 、f zx(4) = 了 2)= 白 ,所 以 /xz 就 是 (日 黑 黑 日 ) 那 即 是 
经 xi5 的 作用 ， 把 正方 形 翻 转 180 ”后 再 道 时针 方 向 转 90 ”， 
摆 法 从 (白白 黑 黑 ) 变 成 ( 白 黑 黑白 )。 要 数 数 有 多 少 个 构 
形 ， 就 等 于 数 数 在 这 个 作用 底下 有 多 少 个 轨 。 根 据 们 氏 引 理 ， 
我 们 只 用 计算 每 个 革 (x) 有 和 多少 个 元 , 然后 代入 公式 。 

给 定 G 中 一 个 元 x， 从 第 2 章 第 2.7 节 的 讨论 中 我 们 知 
道 x 有 唯一 的 圈 分 解 ， 圈 分 解 里 的 圈 的 个 数 记 作 /(x)， 比 方刚 
才 二 xs， 它 的 轿 分 解 是 (1)(3)(2，4)，l(z) =3。 要 求 了 满 
足 x*f=f， 就 是 要 求 f x(1)=f(1)、 fx(2)=f (2)、… 
fz(N)=f(N)。 要 达到 这 个 要 求 ， 只 要 了 在 每 个 圈 上 的 点 取 相 
同 的 值 便 成 ， 至 于 了 在 不 同 的 图 上 的 点 取 什 么 值 ， 互 相 之 间 倒 
没有 任何 约束 条 件 的 。 反 之 ， 这 样 的 f 一定 满足 x*f=f。 例 
如 刚才 的 z=xs，f (1) 可 以 取 值 白 或 黑 ，f (3) 可 以 取 值 白 或 
，/ (2) 和 了 (4) 要 同时 取 值 白 或 同时 取 值 黑 ; 因此 ，X(x) 
{fl1x*f=f} 共 有 23 =8 个 元 ， 即 是 |X(n)| =8。 一 般 而 
，|XX(z)| ==|RI®9， 所 以 胃 的 个 数 (也 即 是 构 形 的 个 数 ) 等 


Ti ZIRI®, 在 这 个 求 和 式 中 ，x 走 遍 G.， 


让 我 们 就 着 这 个 架构 重复 第 3.1 节 第 二 个 例子 的 计算 吧 ， 
在 这 个 例子 中 ，|G| =8，|R|=2，G 的 8 个 元 的 圈 分 解 是 
xo =(1)(2)(3)(4), x1 =(1, 4, 3, 2), x; =(1，3)(2，4), 
x3 = 一 (1，2，3，4)，x4 一 (1，4)(2，3)，xs =(1)(3)(2,4), 
xs=(1l, 2)(3, 4), x; =(2)(4)(1, 3); 
所 以 I(xo)=4, Ix1)=1, iI(x2)=2, I(x3)=1, /I(x4) 


外 


nl 
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=2，!(xs)=3，!(xs)=2，l(xy)=3。 在 这 个 例子 里 ，|RI 
==2， 因 此 构 形 的 个 数 等 于 (24 十 21 十 22 十 21 十 22 十 23 十 23? 
十 23)/8= 二 (16 十 2 十 4 二 2+4 十 8 十 4 十 8)}/8=6。 利 用 这 个 
更 一 般 的 公式 我 们 可 以 同时 轻易 解决 一 大 类 的 问题 ， 最 简单 
直接 的 一 种 推广 是 问 : 如 果 放 在 正方 形 四 个 角 上 的 球 不 限于 
黑白 两 种 颜色 ， 可 以 是 m 种 不 同 的 颜色 ， 那 么 共有 多 少 个 不 
同 的 构 形 电 ? 代 人 上 面 的 公式 ， 答 案 是 

(m4 +m+m? tmt+m?+m;+m? +m3)/8 

~ (m4 + 2m3 + 3m? + 2m)/ 8. : 
如 果 颜 色 球 有 黑 、 白 、 红 三 种 颜色 ， 便 有 21 个 不 同 的 构 形 ; 
如 果 颜 色 球 有 黑 、 白 、 红 、 黄 四 种 颜色 ， 便 有 55 个 不 同 的 构 
形 ， 在 这 里 不 妨 拿 话 贫 开 ， 从 侧面 欣赏 伯 氏 引 理 的 美妙 。 从 
上 面 的 公式 计算 得 来 的 答案 既然 是 构 形 的 个 数 ， 它 一 定 是 个 
正 整 数 ， 也 即 是 说 ， 无 论 m 是 什么 ，8 总 整除 4 十 2m3 
十 3m? 十 2m。 当 然 ， 用 数学 归纳 法 是 不 难 证 明 这 回 事 的 ， 不 
过 只 凭 肉眼 不 作 计算 ， 事 前 又 不 知道 它 代 表 某 些 构 形 的 个 数 
的 话 ， 是 不 易 关 认 出 ms 十 2m3 + 3m? 十 2m 是 8 的 倍数 . 

让 我 们 转 看 另 一 个 问题 : 用 三 种 颜色 的 珠子 可 以 串 成 多 
少 条 不 同 的 长 度 是 六 颗 珠 子 的 项 链 呢 ? 这 个 问题 能 轻易 地 纳 人 
刚 讨论 过 的 架构 ， 适 用 的 群 是 G = D6, 看 作 是 6 次 对 称 群 Ss 
的 子 群 ，C = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ,R= {ri, ri 站) ,5 
的 元 f 相应 于 串 法 ， 一 条 项 链 相 应 于 在 G 的 作用 底下 S 里 的 
一 个 轨 ， 要 数 数 有 多 少 条 项 链 ， 等 于 数 数 有 多 少 个 轨 。 如 果 
读者 动手 计算 一 下 ， 便 知道 G 的 12 个 元 的 圈 分 解 的 圈 的 个 数 
分 别 是 6、1: 2、3、2、1、4、3、4、3、4、3、。 因 此 ， 轨 
的 个 数 是 (36 二 3x34+4x33+2x3?+2x3)/12=092, 
也 就 是 说 ， 共 有 92 条 不 同 花 式 的 项 链 ， 
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一 个 自然 的 推广 是 计算 m 种 颜色 的 珠子 可 以 串 成 多 少 条 
长 度 是 N 颗 珠 子 的 项 链 。 适 用 的 群 是 G =Dnw， 看 作 是 N 次 
对 称 群 Sw 的 子 群 CC = {1, 2, -…,，N} ，R 
= fri，r2，…，rmn 。Dw 包含 有 一 个 入 阶 循环 子 群 ， 与 
Zw 有 相同 的 结构 ， 不 如 让 我 们 先 看 看 Zw 作用 于 S$ 上 的 轨 
的 个 数 吧 。Zw 由 单一 个 元 生成 ， 不 妨 设 这 个 生成 元 是 置换 x 
-( 1 2 3…N 一 1 N 

N 12…N-2N=1 
要 计算 的 是 1(r2)、l(r3)、…、Vrx-1) 至 于 ULrw)=ze)， 二 
须 计 算 也 知道 那 是 等 于 N。 举 一 个 特例 作 说 明 吧 ， 考 虑 3， 
蕊 把 1 换 作 一 2， 把 入 一 2 换 作 NN 一 5，…， 这 样 循环 一 周 
回 到 起 点 1， 刚 好 跑 遍 [N，3] /3 点 ， 这 里 的 [w，3] 表 示 六 
和 3 的 最 小 公信 和 数 ( 见 图 3.5) 。 整 个 置换 便 是 由 这 一 类 圈 合 


) = (NN — 1,,3,2), Lx)=1. 


7 9 a ee 和 和 » 和 
15 12 11 ® 
3.5 


成 ， 每 个 圈 的 长 都 是 一 样 ， 所 以 圈 的 个 数 是 二 [NV，3]73 
=3N /IN，3]=(N，3)， 这 里 的 (N，3) 表示 N 和 3 的 最 大 
公约 数 。 类 似 地 ，l(x*) = (N，k)， 根 据 上 面 的 公式 ， 轨 的 个 


N 


数 是 N(N， m) = 广 mW. 罗 。 除了 Zw 的 入 个 元 以 外 ，D 


=] 
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还 有 另外 一 半 的 N: 个 元 ， 分 别 是 把 Zw 的 元 乘 上 
12 了 1 N 加 
(了 2 2 3 2 )- 读者 仔细 分 析 
下 ， 模 知道 这 此 元 的 加 分 角 有 个 竺 别 的 模式 如 果 N =2n 
+ 1( 奇数 )， 则 每 个 元 的 图 分 和解 有 xn + 1 信德 ; -如果 N=2n 
(偶数 ). 则 一 半 的 元 的 图 分 解 有 n 个 圈 ， 另 一 半 的 元 的 圈 分 解 


N=8 | N=9 


， -图 - 3.6 
有 二 1 个 图 ( 见 图 3 全 因此 ， 饥 的 个 数 是 M(N m) 


_ lv wb ll wl vv, 
可 + 二 Dm tm 


k=] =1 : 大 一 | = 


rt 依赖 于 N =2n + l 或 N=2n。 再 化 向 一 下 ， 


| 


的 个 数 是 M(N, m)=N(N, m) /2 二 4， 其 中 4 

是 mt! /2 或 (m 十 1m" /4， 依 赖 于 入 =2n 二 1 或 N 
= 2n。 举 一 个 实例 ， 把 圆 盘 分 为 相等 的 六 个 扇面 ， 每 一 面 涂 
上 黑色 或 和 白色， 共有 和 多少 个 不 同 的 圆 盘 呢 ( 见 图 3.7)? 答案 即 
是 N(6，2)， 从 上 式 计算 ， 那 是 14。 假 设 圆 盘 是 用 透明 塑料 制 
成 ， 翻 转 并 无 分 别 ， 共 有 多 少 个 不 同 的 圆 盘 呢 ? 答案 即 
是 M(6，.2)， 从 上 式 计 算 、 那 是 13。 请 读者 察看 那 14 个 图 
盘 ( 见 图 3.7)， 试 找 出 在 第 二 种 情况 下 哪 一 个 是 不 需要 的 呢 ? 
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eee3 
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A 


图 3.7 

有 些 问题 初 看 不 像 上 述 的 模式 ， 但 换 一 个 角度 看 ， 却 可 
以 纳入 同一 个 架构 。 让 我 举 以 下 的 问题 为 例 : 有 三 只 标 
2 4、B、C 的 桶 和 和 六 个 球 ， 其 中 三 个 是 黑 球 、 两 个 是 白 球 ， 
一 个 是 红 球 ， 把 这 六 个 球 分 放 在 桶 里 ， 有 些 桶 可 以 不 放 球 ， 
共有 多 少 个 不 同 的 放置 方法 呢 ? 读者 不 妨 先 想 一 想 怎样 把 这 个 
问题 纳入 上 述 的 架构 。 显然 C= {1，2，3,，4, 5, 6} 和 RR 
= {4，B8,，C} ，S 中 元 f 是 一 个 放置 (有 标号 的 ) 球 的 方 
法 。 设 1 号 、2 号 和 3 号 球 是 黑 球 4 号 和 5 号 球 是 白 球 6 
号 球 是 红 球 ， 那 么 在 什么 群 的 作用 底下 ，S 的 轨 才 代表 一 个 放 
置 方 法 呢 ?看 一 个 实例 吧 ， 设 f(1)=B, f (2)=4, / (3) 
=A, f(4)=C, f(5)=A, f(6)=B; og(1)= A, 2(2) 
=A, g(3)=B, g(4)= A, g(5)=C, g(6)= B; h(1) 
=A, h(Q2)=B, h(3)=C, h(4)=A, h(5)}=A, h(6)=B. 
们 都 是 在 桶 4 放 三 个 球 ， 桶 B 放 两 个 球 、 桶 C 放 一 个 球 的 方 
法 ， 不 过 和 8g 代表 同一 个 放置 方法 ，h 却 代 表 另 一 个 放置 方 
法 。 上 和 sg 代表 的 方法 ， 桶 4 有 两 个 黑 球 和 一 个 白 球 ， 桶 B 
有 一 个 黑 球 和 一 个 红 球 、 桶 C 有 一 个 白 球 ; 但 hh 代表 的 方 
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法 ， 桶 4 有 一 个 黑 球 和 两 个 白 球 、 桶 B 有 一 个 黑 球 和 一 个 红 
球 、 桶 C 有 一 个 黑 球 ( 见 图 3.8)。 明 白 了 这 个 道理 ， 读 者 


园 3.8 
大 概 知道 怎样 写 下 适合 的 群 吧 ， 它 是 6 次 对 称 群 5$。 的 子 群 ， 
有 12 个 元 ， 写 作 圈 分 解 表示 ， 就 是 : 
(1)(2)(3)(4)(5)(6)，(1)(4)(5)(6)(2,3)， (2)(4)(5)(6)(1;3)， 
(3)(4)(5)(6)(1.2)， (4)(5)(6)(1,2,3),. (4)(S)(6)(1,3,2) 
(1)(2)(3)(6)(4,5), (1)(6)(2,3)(4,5), (2)(6)(1,3)(4,5), 
(3)(6)(1,2)(4,5), (6)(4,5)(1,2,3), (6)(4,5)(1,3,2). 


代入 公式 ， 轨 的 个 数 是 五 [3* +4x35 十 Sx31 +2x 33] 


= 180， 所 以 共有 180 个 不 同 的 放置 方法 . 
观察 上 面 那 个 问题 的 两 种 极端 情况 ， 是 有 点 教 益 的 。 第 
一 种 情况 是 把 N 个 可 区 别 的 球 (例如 个 个 不 同 颜 色 ) 分 放 
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在 m 个 标 了 号 的 桶 里 ， 考 虑 的 G 是 单元 群 ， 只 含 单 元 e，C 
= {1，…，N} 和 R= fr，…，rmn} 。 由 于 |G|=1 和 i/(e) 
= N， 不 同 的 放置 方法 共有 my 个 。 读 者 大 概 会 党 得 好 突 ， 割 
鸡 需 用 和 牛刀， 只 用 注意 第 一 个 球 有 m 个 桶 可 放 ， 第 二 个 球 也 
有 产 个 桶 可 放 ， 余 类 推 ， 合 起 来 便 有 mm Xx … x m (CN 个 ) 

二 mr* 个 不 同 的 放置 方法 了 。 对 的 ， 对 付 这 个 问题 的 确 考 须 动 
用 伯 氏 引 理 ， 放 在 这 儿 只 是 为 了 印证 一 下 上 述 的 公式 罢了， 

第 二 种 情况 是 把 六 个 不 可 区 别 的 球 ( 例如 全 部 同一 颜色 ) 分 放 
在 m 个 标 了 号 的 桶 ， 考 虑 的 G 是 整个 N 次 对 称 群 Sw，C 
= {1，…，N} 和 R= fr，…，rm} 。 根 据 公 式 ， 轨 的 个 
数 是 Em" /N!， 求 和 式 中 zx 走 遍 全 部 入 次 置换 。 例 如 S， 
中 有 1 个 置换 分 解 成 2 个 圈 、1 个 置换 分 解 成 1 个 圈 ， 所 以 共 
有 (1 十 mA2=(1 二 lv 2 个 放置 方法 ; S; 中 有 1 个 彰 
换 分 解 成 3 个 圈 、3 个 置换 分 解 成 2 个 圈 、2 个 置换 分 解 成 1 
个 圈 ， 所 以 共有 (mm 3 十 3112 十 21)76=( 十 2)00 十 1)zz 6 
个 放置 方法 ; S4 中 有 1 个 置换 分 解 成 4 个 圈 、6 个 置换 分 解 
成 3 个 圈 、11 个 置换 分 解 成 2 个 圈 、56 个 置换 分 解 成 1 个 圈 ， 

所以 共有 (m4 十 6m; 十 Tlm? + 6m)/24=(m + 3)m + 2)0m 
十 1)m /24 个 放置 方法 。 目光 锐利 的 读者 (或 者 学 过 排列 组 合 
的 广 者 ) 大 概 已 看 出 规律 ， 看 来 一 般 的 答案 似 是 (m 二 入 
-TOn+N 一 2)…(+1l)mv NI， 也 就 是 (mm 十 N 


(WY ) 后 者 符号 (XY ) 表 示 从 x 件 


— 1)/Nim— 1)=( 

不 同 的 物件 选 出 件 的 全 部 方法 个 数 。 其 实 ， 有 一 个 更 容易 
计算 出 答案 的 方法 ， 是 把 问题 看 成 在 N 点 之 间 安 插 m 一 1 条 
杠 ， 把 点 分 隔 开 来 ， 例 如 :| :| 上: 表示 1 号 桶 放 2 个 球 、2 
号 棚 放 1 个 球 、3 号 桶 不 放 球 、4 号 桶 放 1 个 球 。 更 进一步 ， 
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把 问题 看 成 在 入 十 (m 一 1)=m+W 一 1 件 不 同 的 物件 ( 标 了 
号 的 点 连 杆 ) 选 出 六 件 ( 上 点) 看 看 有 多 少 个 选 法 ， 那 不 正好 


是 ("TW ) 吗 ?从 刚才 的 计算 ,我 们 知道 这 个 数 等 于 


2m im /N!1, 求 和 式 中 x 走 遍 全 部 NN 次 置换 。 如 果 我 们 用 
ND 表示 分 解 成 大 个 圈 的 N 次 置换 的 个 数 ， 便 得 到 等 式 


南开 Sbme= 在 组 合 数学 里 这 个 SCN,) 


可 有 点 名 堂 ， 它 是 SCN,k) 的 绝对 值 ， 后 者 称 作 第 一 类 斯 特 林 
数 (STIRLING NUMBER OF THE FIRST KIND) nj 
按照 以 下 的 递归 计算 式 而 得 : 

S(0，0) =1， 如 果 N 和 K 都 大 于 0， 则 . 

S(N, 0)=S(0, k)=0, 

S(N, =S(N -1 kD-W- DSN Ll, k). 
要 从 这 样 的 定义 推导 上 面 的 等 式 ， 涉 及 较 多 关于 组 合 恒等式 
的 知识 ， 为 了 不 把 话题 分开 ， 我 不 叙述 了 。 

有 时 ， 我 们 需要 小 心 选择 群 G， 最 显眼 的 群 可 不 一 定 具 
有 最 合用 的 样子 ， 看 看 下 面 两 个 问题 吧 。 第 一 个 问题 是 : 把 
正四 面体 的 四 个 面 涂 上 油漆 ， 或 涂 红 色 ， 或 涂 绿色 ， 共 有 多 
少 个 不 同 的 花 式 呢 ? 最 显眼 的 群 自然 是 正四 面体 的 对 称 群 ， 
与 44 结构 相同 ( 见 第 2 章 第 2.7 节 )。 正 四 面体 有 四 个 面 ， 每 
个 面 与 它 对 着 的 端点 正好 来 个 一 一 对 应 。 把 每 一 面 涂 色 ， 不 
妨 看 成 把 每 个 端点 涂 色 ， 因 此 如 同 前 面 叙述 过 的 例子 完全 一 
样 ， 花 式 共 有 2 心 / 12， 求 和 式 中 x 走 遍 4，。 读 者 计算 一 
下 ， 便 知道 答案 是 (24 + 11 x 22)/ 12 =5 个 。 第 二 个 问题 
是 : 把 立方 体 的 六 个 面 涂 上 油漆 ， 或 涂 红色 ， 或 涂 绿色 ， 共 


3 ] 


有 和 多少 个 不 同 的 花 式 呢 ? 最 明显 的 群 自 然 是 立方 体 的 对 称 群 ， 
可 以 看 作 是 $s 的 子 群 ， 把 八 个 端点 置换 ， 也 可 以 看 作 是 S 4 
的 子 群 ， 把 四 条 对 角 线 置换 。 可 惜 立 方 体 只 有 六 面 ， 我 们 不 
便利 用 ss 那个 子 群 ， 也 不 便利 用 $4 那个 子 群 ， 不 能 够 象 前 
一 -个 问题 直接 套用 那 道 公 式 ， 否 则 计算 出 的 是 男 一 回 事 ! 我 们 
要 看 的 是 $6 的 一 个 子 群 ， 它 其 实 是 原来 的 立方 体 的 对 称 群 ， 
只 是 表 成 立方 体 六 个 面 的 置换 。 让 我 举 一 个 实例 作 说 明 ， 


] 234567%8 ， 
【1 4 2 3 9 4 6 代表 绕 着 连接 点 1 和 点 5 的 对 角 线 作 轴 


旋转 120 ”这 个 对 称 ( 见 图 3.9) ， 它 也 可 以 表 成 6 次 对 称 群 


8 
A ss/ 1 
4 
4 5 
图 3.9 
_ 123456)- / 


不 由 点 1、 点 2、 点 7 和 点 8 组 成 的 正方 形 ， 记 作 {1，2， 
7，8}， 类 似 地 2 表示 {3，4，5，6}、3 表示 {1]，3，6，8}、 
4 表示 {2，3，5，8}、5 表示 {2，4，5，7}、6 表示 {1，4， 
6，7}。 刚 才 的 对 称 把 面 1 换 成 面 3、 面 2 换 成 面 5、 余 类 推 ， 
如 采 你 把 24 个 对 称 都 用 这 种 方式 表 成 Se 的 元 ， 然 后 每 个 写 
下 它 的 圈 分 解 表示 ， 再 套用 上 述 的 公式 ， 便 计算 出 轨 的 个 
数 ， 也 就 是 不 同 的 花 式 的 个 数 了 。( 另 一 个 较 快捷 的 计算 方法 
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是 利用 那 24 个 对 称 的 几何 解释 ， 察 看 它们 如 人 和 何 调换 立方 体 的 
六 个 面 ， 从 而 写 下 每 个 元 的 圈 分 解 表示 。) 全 部 元 的 圈 分 解 表 
示 是 : 四 | 
(1)(2)(3MX4)(5)(6), (1)(2)(3,6,5,4)， (1)(2)(3,5)(4,6), 
(1)(2)(3,4,5,6),， (4)(6)(1,3,2,5)，(4)(6)(1,2)(3,5), 
(4)\(6)(1,5,2,3), (3)(5)(1,6,2,4), (3)(5)(1,2)(4,6)， 
(3)(5)(1,4,2,6), (1,3,6)(2,5,4),， (1,4,3)(2,6,5), 
(1,4,5)(2,6,3), (1,5,6)(2,3,4), (1,6,3)(2,4,5), 
(1,3,4)(2,5,6), {1,5,4)(2,3,6),， (1,6,5)(2,4,3), 
(1,3)(2,5)(4,6), (1,4)(2,6)(3,5)， (1,2)(3,6)(4,5); 
(1,5)(2,3)(4,6), (1;6)(2,4)(3;5)， (1;2)(3;4)(5,6). z 
所 以 不 同 的 花 式 共 有 (25 + 3 x 24 十 12 x 23 十 8 x 2?)/24 
= 10 个。 当然 ， 不 懂 伯 氏 引 理 单 凭 试验， 这 个 答案 也 不 难得 
来 ( 见 第 1 章 第 1.2 节 )， 但 换 了 是 m 种 油漆 ， 单 凭 试验 便 无 
从 得 到 (m5 十 3m4 十 12m3 十 8m?) /24 这 个 答案 了 。 在 第 1 
章 第 1.2 节 我 们 还 提出 一 个 貌似 相同 的 问题 ， 用 逐 面相 隔 的 横 
直 颜 色 线 代替 整 面 涂 色 ， 共 有 和 多少 个 不 同 的 花 式 呢 ? 即使 是 只 
有 两 种 油漆 (m =2) 的 情况 ， 这 个 问题 跟前 一 个 问题 的 答案 也 
不 一 样 ， 因 为 这 次 合用 的 群 不 再 是 立方 体 的 对 称 群 ， 只 是 它 


的 一 个 子 群 。 举 一 个 实例 ，( 。 7 > s 3 ，， ) 代表 绕 着 模 


贯 {1，3，6，8} 和 {2;，4，5，7} 这 两 个 面 的 直线 作 轴 旋 
转 90 ”这 个 对 称 ， 虽 然 它 是 立方 体 的 对 称 ， 却 不 是 画 了 横 直 
颜色 线 的 立方 体 的 对 称 ( 见 图 3.10)。 请 读者 选 出 那 一 个 合用 
的 子 群 ， 它 的 元 是 全 部 画 了 横 直 颜色 线 的 立方 体 的 对 称 ， 然 
后 根据 这 些 元 的 阐 分 解 表示 计算 轨 的 数目 ， 你 将 会 发 现 答案 
是 12 个 不 同 的 花 式 ( 见 第 1 章 第 1.2 节 )。 一般 而 言 ， 如 果 
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有 m 种 油漆 ， 答 案 是 (m5 十 3m4 填 8m?)/12。 你 把 两 个 答案 
比较 一 下 ， 便 知道 除了 m = 1 的 情况 外 ， 涂 颜色 线 得 来 的 花 式 
总 比 涂 整个 面 得 来 的 花 式 为 多 ， 而 且 当 m 越 大 时 ， 前 者 越 接 
近 后 者 的 一 人 和信。 当 m =20 时 ， 前 者 是 5373600， 后 者 
是 2690800; 当 m=50 时 ,前 者 是 1303647500， 后 者 
是 651886250， 


3.10 | 
以 上 几 个 例子 说 明了 怎样 利用 上 述 的 一 般 架 构 去 解决 问 
题 ， 不 过 我 们 也 不 要 把 这 架构 和 公式 视 作 万 应 灵 丹 ， 有 很 多 
场合 它 是 硬 套 不 上 的 。 主 要 原因 是 $ 不 一 定 赛 括 全 部 从 C 
到 R 的 映射 ， 它 可 能 只 是 某 一 部 分 从 C 到 R 的 映射 的 集合 . 
就 取 第 1 章 第 1.1 节 的 问题 为 例 ， 把 一 个 黑 球 、 一 个 红 球 、 四 


个 昌 球 用 棱 巡 成 一 个 正六 边 形 ， 球 在 端点 ， 共 有 多 少 个 不 同 
的 构 形 呢 ?适合 的 群 是 D6, C= {1，2, 3, 4, 5, 6} ， 尺 
= { 白 ， 黑 ， 红 } ,但 S 并 不 是 全 部 从 C 到 R 的 映射 组 成 的 
集合 ， 它 只 包括 那些 映像 是 一 个 黑 、 一 个 红 、 四 个 白 的 映 
射 。 我 们 只 好 回 到 伯 氏 引 理 ， 直 接 计算 那些 | 素 (xz) 了 。 考 
炭 D。 的 12 个 元 ， 写 成 图 分 解 表示 ， 是 : 

(D(2)(3)(4M5)(6), (1,6,5,4,3,2,)), (1,5,3)(2,6,4)， 

(1,4)(2,5)(3,6), (1,3,5)(2,4,6), (1,2,3,4,5,6), 

$4 


(1)(4)(2;6)€3,5), (1,2)(3,6)(4,5), (2)(5)(1,3)(4,6), 
(1,4)(2,3)(5,6), (3)(6)(1,5)(2,4),，(1,6)(2,5)(3,4); 

对 头 一 个 元 ， 在 任何 四 个 端点 放 白 球 ， 余 下 两 个 端点 任意 一 

个 放 黑 球 和 一 个 放 红 球 ， 得 来 的 摆 法 经 这 个 元 的 作用 是 不 


变 ， 反之 亦 然 ， 因此 对 这 个 元 来 说 ，|X(z)| = 2x (% )=?2 


x 15 =30。 对 第 7 个 元 ， 在 点 2、 点 6、 点 3 和 点 5 放 白 球 ， 
余下 两 个 端点 任意 一 个 放 黑 球 和 一 个 放 红 球 ,得 来 的 摆 法 经 这 
个 元 的 作用 是 不 变 ， 反 之 亦 然 ， 因 此 对 这 个 元 来 说 ，1X(7) 
=2。 对 第 9 个 元 和 第 11 个 元 ,计算 也 是 一 样 。 至 于 其 它 的 
元 ， 经 它 的 作用 任何 摆 法 总 会 给 变更 ， 所 以 1X(ril = 0。 根 据 
们 氏 引 理 的 公式 ， 轴 的 个 数 是 (30 十 2 十 2++ 2)/ 12=3， 也 就 
是 说 ， 不 同 的 构 形 共有 3 个 。 读 者 可 以 自行 计算 正八 面体 和 三 
棱柱 体 的 情况 ( 见 第 1 章 第 1.1 节 )， 答 案 分 别 是 (30 二 9 
x 2)/24=2 和 30 /6=5。 你 或 许 会 问 ;“ 如 果 换 了 是 两 个 黑 
球 、 两 个 白 球 、 两 个 红 球 ， 岂 不 是 又 得 从 头 推荐 吗 ? 而 且 不 同 
的 情况 影响 了 | (zjl 的 计算 ， 每 次 得 费 神 。 有 没有 一 个 通用 的 
方法 呢 ?” 有 的 ， 这 就 是 本 书 的 主题 一 一 波 利 亚 计 数理 论 ， 

在 第 4 章 我 们 会 展开 讨论 ，。 

再 多 看 一 个 例子 ， 把 立方 体 的 六 个 面 各 涂 上 一 种 不 同 的 
颜色 ， 又 正好 有 六 种 颜色 ， 红 、 橙 、 黄 、 绿 、 青 、 蓝 ， 共 有 
多 少 个 不 同 的 花 式 呢 ? 适合 的 群 是 立方 体 的 对 称 群 有 24 个 i 
元 。 由 于 每 个 面 涂 上 不 同 的 颜色 ， 除 单位 元 外 ， 任 何 元 作用 
于 立方 体 都 变更 涂 了 色 的 样子 ; 对 单位 元 来 说 ， 却 不 变更 全 
部 6!=720 个 涂 了 色 的 样子 当中 任何 一 个 。 因 此 ， 不 同 的 花 式 
共有 720 /24 = 30 个 。 如 果 换 了 规定 ， 四 个 面 不 同 颜色 ， 是 
红 、 橙 、 黄 、 绿 ， 两 个 面 都 是 蓝 色 ， 计 算 便 不 相同 了 。 除 单 
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位 元 外 ， 任 何 元 作用 于 立方 体 还 是 要 变更 涂 了 色 的 样子 ;对 
单位 元 来 说 ， 全 部 涂 了 色 的 样子 都 没 一 个 给 变更 ， 但 这 次 全 


部 涂 了 色 的 样子 只 有 ( 》) x 4 =360 个 ， 所 以 不 同 的 花 式 共 


有 360~24=15 个 。 有 兴趣 的 读者 不 妨 目 己 拟 定 关 于 涂 色 的 
限制 条 件 ， 逐 个 情况 计算 。 虽 然 这 番 工 夫 颇 耗 时 ， 它 却 会 使 
你 更 欣赏 下 面 要 介绍 的 波 利 亚 计数 理论 . 

作为 这 一 节 的 结束 ， 让 我 提出 一 个 有 趣 的 问题 ， 读 者 可 
以 作为 练习 去 解答 。 在 硬 卡 纸 片 上 写 下 一 个 三 位 数字 ， 为 了 
一 致 ， 我 们 同意 把 0 写成 000， 把 1 写成 001， 把 2 写 
成 002，……… ， 把 43 写成 043，…… 。 现 在 问 : 顶 多 写 多 少 张 
人 硬 卡 纸 片 (只 写 一 面 ) 便 能 用 它们 去 展示 从 0 至 999 这 一 千 个 
数目 呢 ? 答案 并 不 是 1000， 而 是 945。 如 果 你 习惯 使 用 袖珍 电 
子 计 算 器 ， 看 惯 那 些 以 液晶 体 显 示 的 数字 的 话 ， 你 甚至 会 得 
出 一 个 更 小 的 答案 ， 是 846。 你 愿 试 试 吗 ? 


3 3.5 空间 的 有 限 旋转 群 


在 第 二 章 第 2.2 节 里 我 们 介绍 了 平面 或 者 空间 里 的 对 
称 ， 这 节 要 讨论 的 是 有 限 多 个 对 称 组 成 的 群 是 什么 一 个 模样 。 
我 们 不 考虑 平移 ， 所 以 全 部 对 称 都 有 一 公共 不 动 点 ， 叫 它 作 原 
点 。 要 认真 讨论 这 些 对 称 ， 读 者 其 实 需要 具备 初等 线性 代数 知 
识 ， 更 具体 地 ， 是 正 交 和 矩阵 与 正 交 群 的 知识 ， 但 为 了 不 把 叙述 
贫 开 得 太 远 ， 容 许 我 提出 以 下 两 个 事实 作出 发 点 ， 却 不 加 以 证 
明了 : 
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(1) 能 在 平面 上 实施 的 对 称 ， 必 是 绕 着 原点 的 旋转 。- 
(2) 能 在 空间 里 实施 的 对 称 ， 必 是 以 通过 原点 的 某 条 直线 
作 轴 的 旋转 。 
先 看 平面 的 有 限 旋转 群 C， 不 妨 假定 el 关 1。 它 的 每 个 
元 x 是 绕 着 原点 逆 时 针 方 同 旋 转 6， 记 作 4(9)。 如 果 4(01) 
和 A4(0;) 是 G 的 元 ， 它 们 的 乘积 是 4(9: 二 09，)。 取 最 小 的 那 
个 6， 记 作 6。， 那 么 任何 4(0) 都 必定 是 4(00) 自习 若干 次 。 
这 是 因为 6 = 1:0。 二 pg， 其 中 1 是 整数 ， 9 是 0 或 者 在 0 和 00 
之 间 ， 所 以 4(0) = 4(go):4(p)， 即 是 4(o) = 4(00)-'4(0). 
右边 是 一 个 G 中 的 元 ， 所 以 4(q) 也 是 G 中 的 元 ， 从 go 的 选 
择 得 悉 9 只 能 是 0， 从 而 4(9) = 4(9o):。 结 论 是 : G 是 个 有 限 
循环 群 ， 结 构 与 乙 w 相同 ，N6 =360"， 它 可 以 看 作 是 一 个 
正和 边 形 的 旋转 对 称 群 ( 不 准 翻转 )。 
现在 看 空间 的 有 限 旋转 对 称 群 G， 也 不 妨 假定 1G| 关 1 
它 的 每 个 元 并 是 绕 着 某 条 通过 原点 的 直线 作 轴 旋转 ， 这 条 轴 
与 以 原点 为 中 心 的 单位 圆 球面 相交 于 两 点 叫做 x 的 极点 。 
除去 单位 元 不 计 ， 别 的 元 都 有 两 个 极点 ， 这 两 个 极点 也 是 对 
来 说 在 单位 图 球面 上 唯一 的 两 个 不 动 点 . 设 x! 和 xz 是 G 中 
元 ， 而 > 是 zi 的 一 个 极点 ， 那 么 nT2(x) 是 G 中 元 xx2X1N7! 
的 极点 ， 因 为 T271T2 TI(T2(x) 二 x2(x), 而 且 rz(x) 也 是 在 单位 
圆 球面 上 。 考 虑 全 部 极点 组 成 的 集 8S， 对 S 中 元 x 和 G 中 
元 r， 规定 x* x x(xX)， 这 定义 了 G 在 S 上 的 一 个 作用 。 让 
我 们 计算 在 这 个 作用 底下 S 有 多 少 个 轨 。 设 有 个 罗 ， 根 据 
伯 氏 引 理 ，rlG| = ZIX(z)|， 求 和 式 中 x 走 遍 G 中 元 。 如 果 z 
是 单位 元 ，| (ril =1S|:; 如 果 wr 不 是 单位 元 ，|XY(x)| =2。 因 
此 ，rlG|=2(G1 一 上 +1S1=2(G| 一 了 十 G(x)1|， 求 和 式 中 x 
走 沉 7 个 轨 的 代表 元 。 记 得 |G(x)|=|G1/1G:I|，G， 是 稳定 子 
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群 ， 因 此 得 到 
r=2(1—1/16)+ 21/1G:|, 

亦 即 2(1—1/lG:D)=201—1/G)D (*) 

求 和 式 中 x 走 遍 /个 罗 的 代表 元 。 注 意 到 1 < 2(1 一 1/1G1) 
<2 和 1/2<1 一 1/jG.|<1， 前 者 是 因为 1Gi 宇 2， 后 者 是 
因为 1G | > 2( 除 单位 元 外 还 有 另 一 个 元 以 x 为 极点 )。 由 此 
可 以 推断 (* ) 的 左边 求 和 式 只 能 有 2 或 3 项 ， 即 是 = 2 
或 3，S 只 有 2 个 轨 或 3 个 胃 。 让 我 们 逐个 情况 考虑 ， 设 
=2, 代入 (*) 有 2=|G(x1)+1G(x;)l， 所 以 |G(x1)| 
=|G(x2 首 = 二 1。 即 是 说 ， 只 有 两 个 极点 ， 各 自 成 一 个 胃 ， 所 以 
全 部 旋转 都 是 绕 着 一 条 通过 原点 的 公共 轨 。 群 的 元 把 垂直 于 
那 条 轴 又 通过 原点 的 平面 旋转 ， 前 面 说 过 ， 这 是 个 循环 群 。G 
可 以 看 作 是 一 个 底 是 正 多 边 形 的 棱锥 的 旋转 对 称 群 。 其 次 ， 
设 r=3, 代入 (*) 有 1+2/IG|=1/1IGs|+1/1Gyl+1/ 
IG:|。 于 三 个 1G|、1G 1、1G ;| 都 不 小 于 2， 但 又 不 能 全 部 大 
于 2， 所 以 至 少 有 一 个 是 2， 不 妨 置 1C ,|=2。 于 是 172 
+2/1G|=1/1G;y| 二 1/716;1。 1G,| 和 1G;| 中 至 少 有 一 个 不 大 
于 3， 不 妨 下 |G,|==2 或 3， 那 么 1G ,| 不 能 大 于 5。 总 的 说 
来 ， 只 有 下 列 四 种 情况 : (a)lG|=1G,|=2，|G:|=n(n 大 
1), (blG|=2, 1G,|=3, 1G;:|=3, (c)G.|=2, 16,| 
=3,C:|=4，(djlG .| 2，1iG,|=3,1G;|=5。 经 仔细 计算 ， 每 
种 情况 都 能 精确 地 给 描述 出 来 ， 在 这 里 我 不 详细 写 下 计算 
了 ， 有 兴趣 的 读者 可 试 自行 补足 细节 。 在 情况 (a)，|G| = 2n， 
三 个 轨 分 别 有 n 个 点 、n 个 点 和 2 个 点 ， 其 中 一 个 轨 的 天 个 点 
正好 是 一 个 正 半 边 形 的 端点 ， 垂 直 于 另 一 个 轨 的 2 个 点 连 成 
的 直线 。G 可 以 看 作 是 一 个 正 n 边 形 在 空间 的 旋转 对 称 群 ， 
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即 是 二 面体 群 D,( 见 图 3.11)。 在 情况 (b)，lG| = 12， 三 个 轨 
分 别 有 4 个 点 、 4 个 点 和 6 个 点 ， 其 中 一 个 轨 的 4 个 点 正好 是 
ja 点 。 G 可 以 看 作 是 一 个 正 耻 面 体 的 旋转 对 
和 榴 友和 .人 在 情况 (c)，1G| 24， 吉 个 出 分 别 存 6 个 | 
点 8 休 上 有 从 兴 是 ,和 中 一 个 轨 网 5 不 襄 正 好 是 成 不 正八 
六 /如 看 作 是 一 个 正信 羞 律 前 艇 园 对 钦 群 ( 见 


图 3.13): vol- 60， 三 个 罗 分 券 春 ， 愉 个 点 x 20 个 
点 和 30 全 一 个 轨 的 12 个 点 正好 是 -- 不 正 一 十 面体 的 
端点 。G 可 以 看 作 是 一 个 正二 十 面体 的 蔬 转 对 称 群 ( 见 
图 3.14). 
在 这 个 例子 里 ， 读 者 看 到 一 件 奇妙 的 事 。 有 限 个 旋转 组 
成 一 个 群 ， 看 似 限制 不 多 ， 结 果 任 着 伯 氏 引 理 数 一 数 ， 况 然 
现 它 只 能 是 几 个 熟悉 的 几何 形体 的 旋转 对 称 群 ! 从 这 一 点 我 
们 再 一 次 体验 到 群 和 几何 对 称 之 间 的 关系 。 


围 3.11 图 3.12 
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§ 4.1 怎样 推 产 伯 氏 引 理 至 波 利 亚 计数 定理 ? 


区 3 2 1 :: 立 : 4 
0 


第 3 章 3.4 节 将 近 结束 前 所 到 -- 个 当 需 解决 的 问题 
即 是 满足 某 些 规定 条 件 的 构 形 计数 向 题 ， 一 个 典型 的 例子 是 : 
把 ei 个 黑 球 :- 2c» 个 红 球 和 3 外 白 球 Ci +ea +es= 6) 用 棒 
连 成 一 个 车 六 渤 形 , 球 在 端点 ; 共有 多 少 个 不 税 的 构 形 呢 ? 国 
然 ， 只 要 定 了 ei、 六 3 的 值 , 利用 伯 氏 引 理 我 们 懂得 计算 
答案 ; 走狗 z!、ei:' ei 的 取 值 范围 ， 便 得 出 全 部 答案 了 了。 但 
这 样 做 担 费 时 ， 而且 在 计算 全 部 28 个 情况 的 过 程 中 ， 你 会 有 
种 感 洗 ; 有 部 分 计算 是 不 必 每 次 估 头 做 起 的 。 是 杏 有 更 好 的 计 
算 方法 饥 ? 

证 我 们 恒温 一 下 伯 民 引 理 的 证 ( 见 第 3 但 第 3.3 节 )， 为 
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了 做 好 推广 的 准备 工作 ， 我 把 证 明 的 形式 略 作 修 改 ， 多 用 了 一 
点 符号 。 也 为 了 易于 对 比 ， 我 把 G 中 元 g 和 S 中 元 s 分 别 换 
记 作 xz 和 /。 设 2 是 全 部 满足 上 x* 太 = 的 有 序 偶 (x， 了) 组 成 
的 集 ， 我 们 将 用 两 种 不 同 的 看 法 计算 lse|= 多 1， 求 和 式 中 走 


沉 儿 中 元 (x，/)。 首先 ，|57| 一 下 (于 1)， 外 面 的 求 和 式 中 


走 遍 G 中 元 ， 里 面 的 求 和 式 是 选 定 了 G 中 元 地 后 走 遍 2 中 
元 (x，/); 因此 ，lsz|= 了 [CD|; 求 和 式 中 交 走 遍 G 中 元 ， 
其 次 ，|j 儿 | = 》,Q0,1)， 外 面 的 求 和 式 中 f 走 遍 S 中 元 ， 里 面 的 
求 和 式 是 选 定 了 S 中 元 了 后 走 遍 2 中 元 (x，f); 因此 ，|57| 
= 21G:1|， 求 和 式 中 f 走 遍 S 中 元 。 由 于 1Grl=1G17 
GY， 后 一 个 式 可 改写 成 |G1?,1 /1GY )|， 求 和 式 中 f 走 遍 
中 元 。 最 关键 的 一 步 观 察 ， 就 是 留意 到 每 个 轨 里 的 和 提供 的 项 
合 起 来 鸯 好 基 4: 所 以 :17 GGG) 下 好 是 东欧 个 数 ; 因此 ;… 思 
的 个 数 是 >|X(z)l /1GI|， 求 和 式 中 x 走 遍 G 中 元 。 
按照 上 述 思 路 ， 我 们 首先 得 决定 怎样 表述 要 计算 的 答案 ， 
上 述 计算 只 数 了 轨 的 个 数 ， 可 没 理会 更 细致 的 划分 。 比 方 开 首 
那个 例子 。 我 们 在 第 三 章 第 3.4 节 里 已 经 计算 过 ， 共有 92 个 
轨 ， 每 个 轨 即 是 一 个 构 形 。 但 在 那个 计算 中 ， 家 们 没 办 法 知 
有 和 多少 个 构 形 包含 六 个 黑 球 ， 或 者 有 多 少 个 构 形 包含 三 
球 、 两 个 红 球 和 一 个 白 球 。 要 作 这 样 细致 的 记录 ， RA 
的 概念 。. 刀 本 以 这 么 说 ; : 权 是 一 种 记录 的 方法 ， 但 在 数学 上 ， 好 
的 记 法 往往 带 来 意 想不到 的 方便 ， 以 下 的 计算 将 会 显示 这 
点 ， 比方 ( 红 自 黑 自 自白 ) 这 个 把 法 ( 见 图 4.18) 我 们 把 它 写 
作 ( 黑 )， ( 红 )1( 白 4， 叫 做 它 的 权 。 显 然 ， 经 过 对 称 群 的 作 
用 ， 同 一 个 轨 里 面 的 摆 法 有 相同 的 权 。 但 应 注意 ， 不 同 的 轨 
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轩 4. 1 

里 面 的 搂 法 ,~ 也 可 能 有 相同 的 权 ， 例如 《 红 黑 白白 由 折 ) 的 议 
也 是 (所 及 tr )1( 光 )4， 伯 后 着 却 下 能 由 前 着 经 对 称 群 的 作 
用 得 来 ( 见 图 4.1b). 规定 着 色 球 数目 后 的 构 形 计数 问题 ， 相 
当 于 给 定 革 企 权 ,, 数 数 有 和 多少 个 轨 有 这 样 的 权 ， 举 二 个 例子 ， 

考虑 ( 黑 )( 红 1( 白 )s， 共 有 ,3 个 轨 ， 刚才 已 举 了 两 个 ， 科 
下 的 一 个 包含 ( 红 白白 黑白 白 ) 这 个 摆 法 ( 见 图 4.1c)。 相 信 读 
者 已 经 晓得 讨 算 目标 是 什么 吧 ? ,容许 我 把 官 写 得 抽象 一 点 ， 以 
便 建立 一 个 较 广 泛 的 架构 . 沿用 第 3 章 第 3.4 节 开 首 引 人 的 表 


述 方式 ，S 的 元 是 从 C=11，…,，N} 双 Rr …， re 
的 映射 、 记 作 了/, 如 果 / 把 1 个 个 C 的 元 对 成 王 +， ‘es 个 C 
的 元 对 应 2 …， ie 训 个 C 的 元 涤 雇 于 Ym (6 十 … 


Fe 5 部 人 FA 一 rr pn 叫 微 了 的 权 。 同一 一 个 区 里 
面 的 区 有 横山 呐 校 ， 我 们 也 把 它 训 做 这 个 箔 的 么 . 从 每 个 轨 里 
选 一 个 绕 绕 元 户 把 庆 些 /的 入 加 起 来 ， 再 把 相同 的 项 合并 , 
便 得 鲁 尖 关 = 了》 = 了 到 05: 电 微 柳 形 计数 记 
录 , 半 有 些 书 本 的 叙述 采用 级 角形 式 表达 ， 世 物 购 形 计 数 记录 
叫 圾 构 形 计数 级 数 ， 请 看 第 $ 章 第 5:3 节 . ) 这 里 Ww , 表 
示 全 部 出 现 的 权 ,- 有 P, 个 软 的 权 是 栈 - 。 

“ 惫 效 福 氏 直 理 的 证 明 :… 设 纪 是 全 部 满足 证 iv 三 六 的 有 序 
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偶 (r， 让 组 成 胸 案 考虑 | 
IGllr,, ,1 )= ic oy W(f), 


前 一 个 求 和 式 中 了 只 走 遍 S 的 轨 ， 每 个 办 里 选 一 个 所作 代 表 ; 
后 一 个 求 和 式 中 /走光 S 中 元 。 最 右边 的 式 还 可 以 继续 化 简 成 


2 Wy) = TO wo) = (Ew0)), 


外 面 的 求 和 式 中 三 走 遍 S 中 元 ， 里 面 的 求 和 式 是 选 定 了 S 中 
元 三 后 走 遇 2 中 元 (x, f). 把 求 和 步骤 调换 了 ， 便 得 到 
GH, ，…， ;I= (Zr 小 村 
外 面 的 求 和 式 中 走 遍 G 中 元 ， 里 面 的 求 和 式 是 选 定 了 G 中 
元 zx 后 走 遍 52 中 元 (7， f). 剩 下 来 的 工夫 就 是 计算 里 面 那个 
求 和 式 。 
设 r 的 圈 分 解 包含 1 (xz) 个 圈 长 是 1 的 圈 ( 即 是 不 动 


点 )、 L(x) 个 轿 长 是 2 的 图 ( 即 是 对 换 )、 1 (rz) 个 图 长 是 3 的 
轿 、……、1, (7) 个 图 长 是 N 的 图 。 注 意 ，1 (7) 十 … + 1 (7 
= L(x) 就 是 x 的 轿 分 解 里 的 图 的 个 数 。 设 /满足 x*/=/， 屠 
么 W( ) 是 什么 样子 昵 ? 在 1 (r) 个 点 上 ，/ 可 以 分 别 取 任 意 
值 ; 在 21,(x) 个 点 上 , /在 每 一 对 点 上 可 以 分 别 取 任 意 值 : 

在 31,(x) 个 点 土 ，/ 在 每 一 组 三 个 点 上 可 以 分 别 取 任 意 
值 ; …; 在 Win(r) 个 点 土 ， 太 在 全 部 N 点 上 取 任 意 但 相同 的 
值 。 比方 z=:(2)1，5)(3，4，6) 而 C= {a,，b; c) ， 那 么 f 
可 以 取 值 f Q2)=a, f(D)=f(5)=a, 1G)=/f(4)=f(6)=b, 

所 以 WG )= (a)(aa)(585)=a b ; f 也 可 以 取 值 f (2) 
=c, f (1)=/(5)=6b, f (3)=/f(4)=/f(6)=a， 所 以 WO) 
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= (cH 6)(aaa) = ae bce. 也 只 有 这 种 样子 的 了 才能 满足 
ES 四 i 
WA er), 
1 (zDD) 个 者 in 个 1 下 

这 里 出 现 的 六; 代表 {r,，…， rr 》 中 的 元 ， 容许 重复 因 
此 各 上 一代 的 家 入， 和 1 

“yw 人 + -于 风 Or + a Sr 

py “) 从 而 下 


和 


ye +++r 2 人 和 Ca 十 … 


,6 


-fr 1 ~ i TT TE 


灾 和 站 渤 家 0 中 导 | ， 加 

_ 证 我 们 定义 群 G 的 图 指标 (Cycle index) 作 - 

加 于- x) - x 四 
了 Ge ， Xx wy) = Tar opt, i 


求 和 式 中 x 走 亡 G 中 元 。 于 是 ， 上 述 计算 导致 下 面 的 重要 公 
式 ， 通 常 被 称 作 ,“ 波 利 亚 计数 定理 ”: 时 
Tr,,. 一 二 二 r? 十 、 +r 9 
1 i rr, + 十 了) 
如 果 你 置 r, =…=r =1， 那么 全 部 了 的 权 都 化 为 | 构 形 计 
数 记 录 也 随 而 化 为 软 的 个 数 : 代 和 人 上面 的 公式 ， 轨 的 个 数 等 

区 全 二 了 六 r 
于 .2 sms ms 网- 商 2 9 角 的 mn 


| - 1 nl i nD 1 
_ = Ta1 Em | | 2 “ a -向 Ba" 
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那 不 就 是 第 3 章 第 3.4 节 开 首 出 现 的 伯 氏 引 理 的 一 个 形式 吗 ? 

让 我 仍然 以 本 章 开 首 的 问题 为 例 去 说 明 怎样 运用 波 利 亚 计 
数 定理 。 如 果 你 已 经 计算 了 DD。 的 12 个 元 的 圈 分 解 ( 见 第 3 章 
第 3.4 节 )， 便 知道 D。 的 圈 指 标 是 

+ 4x 2x3 + 3xix; + 2x.) 7 12, 

把 黑 球 (以 a 代表 )、 红 球 (以 5 代表) 或 妇 球 ( 坟 c 代表 ) 放 
在 正六 边 形 的 端点 上 ， 得 出 多 少 种 构 形 ? 每 种 有 多 少 个 ? 按照 
公式 ， 这 个 问题 的 构 形 计数 记录 是 : | 

Ia, b, c)}= [(at+b+i+e)’ + 4(a” rp Fe) + 

2(a +b + eta+ b+e) (a 十 有 
+c 入 +20C + +c) /12， 

如 果 你 只 对 和 包含 一 个 黑 球 、 一 个 红 球 和 四 个 日 球 的 构 形 感 兴 
趣 ， 那 你 只 用 察看 上 面 那个 多 项 式 展 开 后 ape 的 系数 是 多 
少 ， 答 案 是 3。 如 果 你 把 多 项 式 完全 展开 ， 逐 项 写 出 来， 便 可 
以 知道 每 种 移 形 的 个 数 . 展开 的 多 项 式 是 

a tha iBta ct3ab +3a pect+3atc + 3a bs 
+6a bc+6a be +3a ce +3ab +6a pe +1iop’e’ 
+6a’bec fF3a’ce +ab’ + 3ab ¢ +6ab ce +6ab’e’ + 
3abc +ac +b +b c+3b re +3bic +3b rc +be 
eo 外 人 
那 就 是 说 , 有 上 .个 构 形 包含 六 个 | 黑 球 . 1 个 构 形 包含 五 个 黑 球 
和 一 个 红 球 、1 企 构 形 包含 五 个 黑 球 和 一 个 白 球 、 3 个 构 形 包 
含 四 个 黑 球 痢 两 个 红 球 ……。 把 上 面 那个 多 项 式 完 全 展开 ， 
索 手 算 可 是 不 容易 的 事情 ， 但 那 毕竟 只 是 机 械 化 操作 ，、 读 者 不 
应 该 被 这 种 虽 繁 复 枯燥 却 直 接 了 当 的 计算 引 开 了 注意 力 而 忽略 
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“了 这 道 计算 (rx; ，…，7 ) 的 公式 的 优美 之 处 1 :应 该 注意 的 是 
《对 各 ) 权 (记录 ) 和 多 项 式 ( 计算 ) 三 者 之 间 的 有 机 结 

， 为 一 天 类 问题 提供 了 有 效 巧 妙 的 解决 办 法 。 

” 波 利 亚 计数 定理 得 名 由 来 是 由 于 它 出 现在 原籍 向 牙 利 的 
美国 数学 家 波 利 亚 ' (G.POLYA) 的 一 篇 论文 里 。 这 篇 长 达 
110 页 的 论文 ， 题 为 “关于 群 、' 图 与 化 学 化 合 物 的 组 合计 数 方 
法 ” (KOMBINATORISCHE ANZAHLBESTIMMUNGEN 
FUR GRUPPEN, GRAPHEN UND CHEMISCHE VER- 
BINDUNGEN, ACTA MATHEMATICA, VOIL, 68(1937), 
145 一 254);， 它 有 个 特点 ， 是 全 篇 文章 只 环绕 一 条 中 心 定 理发 
挥 ， 波 利 亚 把 这 条 定理 叫 “ 主 要 定理 ”(HAUPTSATZ)， 就 是 
上 面 的 波 利 亚 计 数 定理 了 。 从 这 条 定理 入 些 出 来 的 各 种 应 用 ， 
竞 填 满 了 110 页 的 篇 幅 ! 而 且 ， 时 至 今日 ， 过 了 半 个 世纪 后 ， 
这 条 公式 还 是 广泛 地 用 到 各 种 计数 问题 上 ，: 波 利 亚 计 数理 论 世 
不成 为 组 全 数学 里 的 一 件 极 有 力 的 工具 ;进入 了 通常 的 组 合 数 
学 课程 范围 内 。 有 兴趣 的 读者 ， 可 以 参看 瑞 德 (R.C. 
READ) ‘编著 的 《关于 群 、 图 与 化 学 化 合 物 的 组 合计 数 方 
法 》 “(COMBINATORIAL ENUMERATION OF GROUPS 
GRAPHS, AND CHEM 1 CAL COMPOUNDS, ‘SPRIN— 
GER-VERLAG，1987) 附录 一 章 。 这 本 书 的 头 一 部 分 就 是 
上 面 提 到 那 篇 波 利 亚 经 典 之 作 的 英 译本 ， 侯 凤 第 一 一 手 资 料 (而 
义 不 说 德 文 者 ) 的 读者 不 要 错过 。 : 

不 过 ， 其 实 波 利 亚 并 不 是 浆 -位 提出 这 套 出 色 理论 的 数学 
家 ! 第 一 位 提出 这 套 理论 的 人 ,是 一 位 相当 时 寂 寂 无 各 的 美国 
工程 师 列 杀人 菲 尔 (J.H.REDFIELD)， 他 内 发 表 了 一 篇 论文 ， 
题 为 “ 群 化 分 布 的 理论 ” (THE THEORY OF GROUP- 
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REDUCED DISTRIBUTION,AMERICAN JOURNAL OF 
MATHEMATICS,. VOL. 49 (1927)，433 一 :455)。 文 章 讨论 
对 和 象 是 某 种 矩阵 ; 列 尔 菲 尔 解决 了 这 些 矩 阵 的 计数 问题 ， 为 此 
他 引 人 和 人 了 “和 群 化 项 数 ”， 正 是 过 了 .10 年 后 波 利 亚 独立 提出 的 “ 圈 
指标 ”。 由 于 列 尔 菲 尔 采 用 的 数学 名 词 不 普遍 ， 当 时 没有 什么 
人 注意 到 这 篇 重要 文章 内 涵 的 优美 思想 。 即 使 过 了 10 年 后 波 
利 亚 的 文章 发 表 了 ， 仍 然 没 有 人 把 这 两 篇 文章 连 上 上 关系 ! 在 别 
的 数学 场合 ， 列 尔 菲 尔 的 文章 也 受到 忽略 ， 几 乎 完全 没有 被 别 
人 引用 ;自从 1940 年 英国 群 论 专家 李 特 伍德 (D.E.LITTLE- 
“WOOD) 在 他 著作 《和 群 特 征 标 理 论 》 里 面 提 过 列 尔 菲 尔 这 项 
工作 后 、: 又 整整 再 过 了 .20 年 后 美国 图 论 专家 哈 拉 利 
(F.HARARY) . 才 把 列 尔 非 尔 这 篇 独特 之 作 发 掘 出 来 ! 英国 
组 合 学 专家 罗 伊 德 (E.K.LLOYD) 对 这 段 历 史 很 感 兴趣 ， 特 
地 在 1976 年 与 列 尔 非 尔 的 家 人 联络 上 了 《 列 尔 菲 尔 本 人 早 于 
1944 年 逝世 );， 并 从 列 尔 菲 尔 的 女 此 手中 获得 一 份 她 的 父亲 的 
遗 稿 。 这 和 份 文稿 钓 于 1940 年 写成 ; - 当时 曾 被 投 到 《美国 数学 
学 报 为 但 没 给 终 表 退 子 回来 。 罗 伊 德 把 这 篇 文章 寄 给 《图 论 
学 报 》. (JOURNAL.OF GRAPH THEORY), .结果 1984 年 
第 8 期 《图 论 学 报 》 成 为 列 尔 非 尔 纪念 专辑 ， 并 且 发 表 了 这 篇 
写成 于 将 近 举 个 世纪 前 的 论文 ! 有 兴趣 的 读者 可 :以 参阅 : 
E.K.LEQYD,REDFIELD'S PAPERS AND THEIR. RELE- 
VANCE TO COUNTING ISOMERS AND. ISOMERIZATIONS. 
DISCRETE APPLIED MATHEMATICS, VOL.19(1988), 
289- 一 304。 有 有 些 潭 本 把 波 利 亚 计 数 定 理 叫 做 波 利 亚 一 一 列 尔 非 
尔 定理 ;是 有 道理 的 ;; 但 在 这 本 书 里 , 让 我 仍 浴 用 旧称 只 要 
大 家 不 忘记 烈 尔 非 尔 的 功劳 就 是 了 .… 
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“4.2， 波 利 亚 计数 定理 的 应 用 


”让 我 再 一 次 回 到 立方 体 涂 色 问题 ( 见 第 3 章 第 3.4 节 近 结 
东 前 移 例 子 ); 把 立方 体 的 六 个 面 涂 上 油漆 ， 或 涂 红 色 ,或 
涂 绿 色 ， 共 有 和 多少 个 不 同 的 花 式 呢 ? 我们 已 经 计算 过 ， 共 
有 10 个 ， 但 当时 并 没有 计算 每 种 涂 色 花 式 有 多 少 个 。 考 虑 的 
群 是 S, 里 的 一 个 24 阶 子 群 在 第 3 章 第 3.4 节 里 我 们 已 经 把 
它 的 元 的 图 分 解 全 部 写 了 出 来 ， 由 此 可 以 写 下 这 个 群 的 图 指 
标 ， 是 (x + 6x? x， 二 8x2x ed 按照 波 利 亚 
计数 定理 ， 这 个 同 题 的 构 形 计数 记录 是 

I(a,b) = C(a +b) + atb)’ a’ + +3(a+b) (a” 
tb) +6(a + b’) + 8(a’ + 3)?] /24 
-a +a: 1p +2a ‘gp? + 2a b 3+ 24 ‘p+ab’ +b®, 
a 代表 红 ， 代表 绿 。 六 面 涂 红色 的 有 一 个 花 式 、 五 面 涂 红色 
的 有 一 个 花 式 、…. 四 面 涂 红色 的 有 两 个 花 式 、 三 面 涂 红色 的 有 两 
个 伦 式 ， 二 面 涂 红色 的 有 两 个 花 式 、 一面 涂 红色 的 有 一 个 花 
起 ， 没有 一 一 面 涂 红色 的 有 一 个 花 式 ， 合 起 来 共有 10 个 花 式 。 
如 果 用 逐 面相 同 的 横 直 颜色 线 代替 整 面 涂 色 ， 那 么 考虑 的 群 缩 
小 了 ,是 S。 里 的 一 个 12 阶 子 群 ,只 占 刚才 那个 群 的 一 半 
元 ， 它 的 圈 指 标 是 (xy + 3x1x2 + 8x3?)/ 12， 于 是 构 形 计数 记 
是 X21 
eb)= Cth)' +3e+ be + 6b") + g(a 
+6b /12 
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=a +a b+2ab +4dab i+2ab +ab +b'". 
六 面 画 红线 移 有 一 个 医 式 ,五 面 丽 红 线 的 有 一 个 花 式 、 四 面 画 
红线 的 有 两 个 花 式 、 三 面 画 红线 的 有 四 个 花 式 、 二 面 画 红 线 的 
有 两 个 花 式 、 一 面 画 红线 的 有 一 个 花 式 、 没 有 一 面 画 红线 的 有 
一 个 花 式 ; 合 起 来 共有 12 个 花 式 . 这 个 计算 也 清楚 地 显示 了 
那 多 出 的 两 个 花 式 怎样 产生 ， 它 们 部 有 三 丁 红 线 和 三 西 绿 线 
( 见 图 4 。 汪 和 z 


四 图 4. 2 

“第 二 -个 例子 是 第 1 章 第 1.1 节 和 第 工 3 节 的 问题 如 果 芭 
的 结构 中 六 个 碳 原 子 排 成 一 个 正 冻 边 形 ， 当 两 个 氢 原 子 (以 e 
代表 ) 各 络 换 成 两 个 基 (以 a 和 b 代表 ); 有 多 少 个 同 分 异 构 
体 呢 ? 如 果 匠 的 结构 中 六 个 碳 原 子 排 成 一 一 个 三 楼 柱 体 ， 答 案 有 


没有 不 同 ? 头 一 个 情况 涉及 的 群 是 Dp,， 它 的 图 指标 是 (xs 
+ x? 十 2 和 + 3x2x? + 2x6)/ 12, 从 而 得 出 构 形 计数 记录 是 

I(a, b, c) = C(a+b+e) + 4(a 十 已 +c) +20ai 
十 53 十 c2 + 3(a+b+e) (a? + 6? 十 c2)2 
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2 +b" +eDD /12, 

在 上 一 闻 捍 我 们 已 经 计算 了 ，abe* 的 系数 是 3， 第 二 个 情况 涉 
及 的 群 是 S。 昌 的 一 个 6 阶 于 群 ， 图 指标 是 (xf + 3x 
+ 2x) 6, , 认 而 得 出 构 形 计数 记录 是 | 

aa b, cj) 一 [Ce 十 5 十 ce 十 3(a “十 六 十 2(a- 
二 83 二 ec 人 /6, 
abc ”这 一 项 的 系数 是 5。 如 果 读者 还 未 感到 航 疫 力 伴 的 话 ， 大 
可 计算 正八 面体 的 情况 ， 验证 一 下 apc ”在 那个 构 形 计数 记录 
中 的 系数 是 不 是 2。 
第 三 个 钢 子 是 第 1 章 第 1.4 节 的 开关 电路 问题 如 果 容 许 

内 入 需要 多 少 个 开关 电路 便 可 以 实现 全 部 开关 电路 呢 ? 
先 看 最 简单 的 情况 ， 只 有 两 个 输入 和 一 个 输出 ， S 的 元 是 定义 
在 全 部 四 个 二 元 有 序 偶 (z,，z,) 上 的 函数 ， 天 值 0( 以 yy 代表) 
或 1( 以 x 代表 )。 应 该 考虑 的 群 是 调换 输入 后 导致 的 置换 群 
它 是 S 里 的 一 个 2 阶 子 群 。 如 果 我 们 以 0 代 (0，0)、1 
代 (0，LU、2 代 ( 0 和 3 代 (1，1D， 那 么 不 调换 输入 导致 的 


加 0123N 
群 元 就 是 (0 3 让 输入 经 对 换 后 后 ( 即 从 (z， ，z 让) 变 


成 (z,，2 旋 时 到 的 群 元 就 是 (0 1 2 3 ) 这 个 二 元 群 作用 


在 S 上 得 来 的 轨 : 便 是 赵 码 应 具备 的 二 元 函数 类 ， 也 即 是 起 码 
需要 设计 的 开关 电路 了 . 这 个 群 的 图 指标 是 Ge 十 xi Xx ,) /2, 
构 形 计数 记录 是 
Ty x)=. CG + E+ yx /2 
=y” 十 3y x 十 4y 议 “+ 3yxi 十 X 。 
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意思 是 说 ， 不 取 值 1 的 函数 类 有 一 个 、 取 值 1 一 次 的 函数 类 有 
三 个 、 取 值 4 二 次 的 函数 类 有 四 个 、 取 值 二 三 次 的 国 数 类 有 三 
个 、 取 值 1 四 次 的 函数 类 有 一 个 ， 合 起 来 共有 12 个 ( 见 
图 4.3)。 如 果 开关 电路 有 三 个 输入 和 一 个 输出 ， 应 该 考虑 的 群 
比 前 一 个 较 大 ， 是 S$, 里 的 一 个 6 阶 子 群 , "有 兴趣 的 读者 可 试 
计算 它 的 图 指标 ， 应 是 xi 十 3x1 1X2 十 2X1X3)/ 6， 所 以 构 形 
计数 记录 是 : 
Roy, x) = CO + x) +3y t+) (y’ + + 20 +) 
i z 外 二 DTL6 "| : 
=y +4y 二 97 x +16y x ?+20y” x 
tiGy x +9yIx + 4yx? + x - 
fo i f2.f4 fs fs3/s /9 fofi of AAA 


了 4. :3 
X1X2 Xs fo fi £2 {4 fo fs ho4f32 fin f3/s fi i 
0 0 0 0lo 0 0lfoo 0 00 0 
loo 1lololo 0 elo10loloo0 0 
lo ft.olololoo oloo iioloo of 
111 tH0l0400 1100010100 1| 
10 0lololo oo olio ololoo ol 
Doiolocs olo oololo 1 5 
i110 0l1 0 0lo oo0ololi1o 0 
tt idolil0 0 0100 00 11| 
围 4. 4 
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茶 需 用 80 个 守 元 畏 数 类 ， 其 中 不 取 租 1 的 沙 数 类 有 一 个 、 取 
值 1 一 次 的 函数 类 有 四 个 : 取 值 1 二 次 的 函数 类 有 九 个 、 
到 秆 1 八 次 的 孙 数 类 有 一 个 ( 见 图 4.4: i 

如 果 可 容许 荣 些 输 人 通过 非 门 、… 应 该 考虑 的 群 便 更 大 。 多 
用 的 之 元 函数 类 便 更 少 ， 举 两 个 输入 和 一 个 输出 的 情况 为 例 ,， 
刚才 的 群 有 网 个 元 ， 就 是 (0 2 3 ) 和 ( 0213) 现在 入 
个 元 可 以 衍生 四 个 元 、 这 是 因为 (2,，z,) 可 以 变 成 CC， 2 ,小 、 


或 (zij，2) 小 :或 人 ，3F)、 或 (人 ， 志 )， 加 土 横 杠 表示 0 和 ] 


的 值 对 换 了 ， 从 (91 3 3 ) 得 来 的 元 是 (01 23 ) 
0 C33) CDG) 
02 73) (9023). (2302) (3120) 


该 考虑 的 群 是 S， 里 的 一 个 8 阶 子 群 它 的 图 指标 是 (x 


+ 3x， + 2x "XxX, + 2x 8, 代 大 流利 亚 计数 4 公式 ， 构 形 计数 
记录 是 / | 
0 
+x 42 +x /8 
py 
因此 ， 如 果 容 许 调换 输入 又 容许 某 些 输 入 通过 非 门 的 话 ， 我 们 
只 用 设计 6 个 开关 电路 便 能 实现 全 部 16 个 开关 电路 了 ( 见 
图 4.5)， 读者 有 没有 兴趣 试 一 一 试 三 个 输入 和 一 一 个 输出 的 情况 
呢 ? 你 猜 需要 多 少 企 开关 电路 便 能 实现 全 部 2 二 256 个 开关 
深究 的 读者 自然 会 辣 个 输入 和 一 个 输出 的 情 
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况 怎 样 ? 波 利 亚 星 于 1940 年 的 一 篇 文章 里 便 提出 这 个 问题 ， 
他 指出 问题 相当 于 以 下 攀 构 形 计数 问题 ; 把 一 个 N 维 立方 体 
的 2 个 端点 除 上 黑色 或 白色 共有 多 少 个 不 同 的 花 式 ? 利用 
他 的 计数 公式 ，' 问 题 化 为 计算 人 维 立 方 体 的 对 称 群 的 图 指 
标 。 史 立 雍 安 .(D.SLEPIAN): 在 .1953 年 找 着 一 个 管 案 ， 但 
目前 最 有 效 的 算法 当 推 罗宾逊 〈R.W.ROBINSON) 和 巴尔 马 
(E.M.PALMERY 在 1969 年 发 表 的 理论 ， 见 诸 : E.M 
PALMER， THE EXPONENTIATION GROUP AS THE 
AUTOMORPHISM GROUP OF.A GRAPH, IN “ PROOF 
TECHNIQUES IN GRAPH THEORY”, F. HARARY (ED,) 
ACADEMIC PRESS, 1969,，125—131. 


Xl Xz fo fi fg fs f2 f3 fis fs fio fofo /7 ffs fi fis 


i 
一 OO 
OO 
hp 


图 4. 5 

最 后 ， 让 我 举 一 个 关于 图 的 计数 问题 来 结束 本 节 的 讨论 ， 
这 里 我 们 只 讨论 单 图 ， 即 是 一 些 点 (叫做 图 的 端点 ) 和 一 些 连 
接 某 些 点 的 线 (叫做 图 的 边 ) 的 组 合 ， 但 两 点 之 间 顶 多 只 “有 一 
条 线 连 接 ， 也 没有 线 连接 同一 个 点 (用 图 论 的 术语 说 ， 是 没有 
重 边 或 自身 圈 )。 对 一 个 图 ， 我 们 只 对 点 的 邻接 关系 感 兴趣 ， 
有 线 连接 的 . 点 叫做 邻接 的 点 . 至 于 怎样 摆 放 那些 点 和 怎样 画 那 
些 连接 点 的 线 ， 我 们 是 不 关心 的 。 比方 下 面 的 两 个 图 ， 虽然 看 
去 样子 极 椒 相似 ， 我 们 却 不 区 分 ， 把 它 们 当 作 是 同样 的 图 ， 更 
正确 的 说 法 ,它们 是 同 梅 的 图 ( 见 贸 4.6)。 现在 的 问题 是 : 共有 
多 少 个 葵 相 不 同 构 的 N 个 端点 的 单 图 ? 一 个 端点 的 单 图 只 有 
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一 个 ， 两 个 端点 的 单 图 有 两 个 ， 三 个 端点 的 单 图 有 四 个 ， 这 都 
不 难看 得 出 来 ”但 端点 数目 增 大 ， 赁 手 画 画 数 数 便 很 困难 了 ! 


图 4.6 : 

让 我 们 先 把 单 图 计数 问题 纳 人 第 3 章 第 3.4 节 的 架构 ， 把 
每 个 端点 标号 ， 设 为 al、…、 ， 每 个 无 序 偶 {fai:，aj} 表 
示 一 对 端点 ， 或 有 片 连接， 或 无 线 连 楼 。 如 果 是 有 线 思 接 ， 我 
们 定义 函数 值 1( {a;，aj} )= 阅 如果 是 没有 线 圳 接 ， 我 们 
定义 函数 值 /( fa,，; 区 = 于 是 一 个 有 标号 端点 的 图 相 
应 于 一 个 从 C= {1，2，…， N(N 一 1)/2} 到 {x，y} 的 函 
数 。 下 一 个 问题 是 : 辣 构 的 图 应 该 如 何 从 这 些 有 标号 端点 的 多 
进行 分 类 得 来 呢 ? 两 个 图 同 构 ， 相当 于 把 图 的 有 标号 端点 调换 
次 序 后 ， 不 变更 邻接 关系 。 应 该 考虑 的 群 ， 是 从 端点 的 置换 导 
致 的 边 的 置换 群 ， 让 我 举 N=’3 为 例 作 说 明 . 三 个 端点 的 置换 
组 成 $3;3， 它 的 六 个 元 是 | : 


QQ Qa;3 dl G2 a3 Ul 4d? dy 

(® 4d2 U3 ) (0 43 4 2 人 2 di L 3 ) 

a ada: a; al a; as\ /a d2; 4a; 

(2 a3 adil ) (2 CI -U2 外 (© d; ‘1 ) 
从 三 个 端点 得 出 的 无 序 偶 有 三 个 , 就 是 {ar,a2} 、 {ai,a3} 
和 { a2,， a3} 》 为 简便 起 见 ， 分 别 记 作 1、 2、 3。 第 -- 个 元 导 


7> 


到 的 边 的 置换 县 【| > 3 )= (G3) 审 二 个 元 导致 的 边 的 轩 


1 3 )= 0 2)、 第 三 个 元 导致 的 边 的 置换 是 


) -oo 3)、 第 四 个 元 导致 的 边 的 置换 是 


1 2 3】 


)=0 3, 分 第 五 个 元 时 到 的 的 时 是 (1 


忆 


- (1，2，3)、 第 六 个 元 导 教 的 边 的 十 稳 是 (1 23 ) 


= (2)(1，3)。 端 点 的 置换 群 的 圈 指 标 是 (x1 + 3x |x， 
+ 2x,) / 6， 它 导致 的 边 的 置换 群 的 图 指标 也 是 ,(x? 十 3x zx， 

+ 2x,)yY 6。 当然 ,这 是 因为 从 三 个 端点 得 出 三 个 无 序 偶 ， 我 
们 根本 毋 需 计 算 也 知道 有 这 样 的 结果 。 但 -一般 而 谊 ;. 端点 的 置 
的 和 的 国 提 标 (他 3 的 用 可 标 ) 限 它 号 的 的 加 的 
的 图 指标 并 不 相同 ， 后 一 个 群 只 是 S ww ,ys 里 的 一 个 N! 阶 
“ 子 群 。 站 者 可 试 按照 半 才 的 方法 计算 人 4 的 情况 ， 端点 置换 
群 是 S， 它 的 闫 指标 是 (x 1 + 6x IX ， + Bx ,XX ， +3x? 
十 6x 1) 7/ 24， 它 导 到 的 边 的 置换 群 是 5，。 里 的 一 个 34 雁 子 
和 ， 圈 指 标 是 (x， 十 6x Xx， + 8x + 3x1 x 6x ,X41) /24= 


(x + Ox1x2 + 6x,xX4 + Bx :) / 24. 要 计算 三 个 端 所 的 单 图 的 
个 数 ， 只 需 代 人 波 利 亚 计数 公式 ， 构 形 计数 记录 是 
I(x,W = [(x 二 py) + 3(x DC 二 了 2) 十 2(xi 
ty /6 : 7 
=x + x y+ xy +y i 
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意思 是 说 ;共有 -4 个 三 个 端点 的 单 图 其 中 含 三 条 边 、 两 条 

边 。 一 条 边 ,没有 边 的 各 占 一 个 ( 见 图 4.7)。 要 计算 四 个 端点 
的 单 图 的 个 数 ， 是 依 样 画 苦 芦 ， 代 入 波 利 亚 计数 公式 ， 得 到 
构 形 计数 记录 


Ixy)= [(x+y) +9(x +y) (x +y’)+6(x° 
x 十 了 +8 Ty ) 1 / 24 
一 x 二 x y+2x’y’ +3xy t2x yy 十 X] 
+y" ， 


1 o 
0 0 bo © 


4 - 

共有 中 个 间 导 ， 其 中 会 六 条 边 的 有 一 一 个 、 含 五 条 边 的 有 一 
、 会 四 条 边 的 有 两 个 、 含 三 条 边 的 有 三 个 、 全 两 条 边 的 有 两 
全 一 一 条 边 的 有 一 个 ， 没有 过 的 有 一 个 ( 风 网 图 4.8)。 


77 


” 惯 于 深究 的 读者 又 会 问 : NN 个 端点 的 单 图 有 多 少 个 ? 根据 
波 利 亚 公式 ， 这 个 问题 化 为 计算 从 3， 导 致 的 边 的 置换 群 的 圈 
指标 ， 经 仔细 分 析 这 杂 公 式 是 可 以 写 下 来 的 ， 但 公式 看 起 来 
是 十 分 腾 肿 ， 在 这 里 我 不 写 出 来 了 。 波 利 亚 早 便 意 识 到 他 的 
计数 公式 足以 应 付 这 方面 的 问题 ， 但 他 没有 发 表 ， 只 把 他 的 意 
多 告诉 给 哈 拉 利 ， 哈 拉 利 在 1955 年 竣 表 了 一 篇 文章 ， 运 用 波 
利 亚 计 数 公 式 解 决 了 好 几 种 图 的 计数 问题 。 有 兴趣 的 读者 ， 可 
以 参阅 险 拉 利和 巴尔 汉 的 专著 : :下 . HARARY, E.M.PALMER, 
“GRAPHICAL ENUMERATION’ , ACADEMIC PRES 
S，1973。 


$ 4.3 伯 开 引 理 的 另 一 种 推广 


第 3 章 第 3.4 节 介 绍 了 一 个 相当 广泛 的 架构 : S 是 全 部 
从 C={tl … AM 到 刃 ={tr，… rr ) 的 映射 组 成 的 集 
合 ，G 是 N 次 对 称 群 Sv 里 某 个 子 群 ; 对 G 中 元 x 与 8 中 
元 了 规定 x* 了 是 fxn， 这 定义 了 一 个 G 在 S 上 的 人 帮 用; 伯 氏 
引 理 证 我们 计算 在 这 个 作用 下 的 轨 的 个 数 。 可 是 ， 有 些 问 题 却 
需要 在 这 个 架构 上 添加 少许 花絮 才 应 付 得 来 。 举 一 个 例子 : 有 
三 只 标 以 4、B8B、C 的 桶 ， 把 两 个 黑 球 和 一 个 白 球 分 放 在 桶 
里 ， 有 和 多少 个 不 同 的 放置 方法 呢 ? 在 第 3 章 第 3.4 节 里 我 们 已 
经 计算 了 一 个 同类 形 的 问题 ， 球 的 个 数 和 颜色 比 这 个 还 多 。 应 


该 考虑 的 群 是 个 二 元 群 ， 元 是 (1 2 3 ) 和 (24 3 ) R= 


(4,8,C} 。 运用 伯 氏 引 理 , 便 知道 轨 的 个 数 (3 + 37) 
/2= 18， 也 就 是 说 ， 共 有 18 个 不 同 的 放置 方法 。 如 果 我 们 
78 


运用 波 利 亚 计数 定理 ， 知 道 的 就 更 详尽 了 , 移 形 计数 记 骏 是 
H(A,B;C)= (4+B+C) +(4+B+CN(A 
: +C) /2 / 
i 一 4 十 24 "B+ 3A7( C+24B8” +24C. 
| ~ +3A4BC+B’ 十 28: C+2BC’ 十 C3， 


Ut Yo 
ke 


它 显示 了 球 在 枉 的 分 布 ( 见 图。 4.9)。 假定 桶 B 和 桶 C 的 标签 
脱 掉 了 ， 两 个 桶 无 从 分 辨 出 来 ， 那 么 共有 多 少 个 不 同 的 放 署 
方法 呢 ? 察看 那 18 个 放置 方法 ， 我 们 知道 有 好 些 变 成 是 相同 


79 


的 ， 例 如 两 个 黑 球 放 在 桶 4、 一 个 白 球 放 在 桶 .8， 跟 两 个 黑 球 
放 在 桶 .4、 一 个 白 球 放 在 桶 C， 两 者 是 区 分 不 出 的 。 其 实 ， 
那 18 个 放置 方法 ， 缩 减 为 10 个 而 已 ( 见 图 4.10)。 为 什么 会 
有 这 个 不 同 的 答案 呢 ? 关键 在 那儿 ? 按照 伯 氏 引 理 的 思路 ， 我 
们 会 想到 除了 C 在 C 上 的 作用 带 来 G 在 S$ 上 的 作用 以 外 ， 还 
有 另 一 个 群 互 在 尺 上 的 作用 也 对 最 后 S$ 上 的 作用 产生 影响 ， 


变更 了 由 此 得 到 的 轨 。 在 刚才 的 问题 里 ， 二 下 由 (4 gc) 


ABLC _、_ 
和 (4 如 ) 组 成 的 二 天 元 群 ， 希望 这 个 讲 字 为 读者 提供 了 


一 种 感性 认识 、 现在 让 我 们 开始 把 它 写成 精确 的 数学 形式 吧 ， 


00 3 呈 区 和 三 


由 4. 10 
设 G 是 入 次 对 称 群 的 某 个 子 群 HH 是 m 次 对 称 群 Sm 
的 某 个 子 群 ;。 《{G, .HH) 是 一 个 这 样 的 群 ， 它 的 元 是 有 序 
偶 (x， 有， 其 中 必 是 G 的 元 ， 庆 是 五 的 元 ; (x，B) 和 (a'; pp) 
的 乘积 定义 作 (x，PB)(a'，B') = {wR&，BB'). (请 注意 ， 由 于 乘 
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法 定义 不 同 , :(G, A SG 和 HH 
的 直 积 ! .) 仍 设 S 是 全 部 从 C= {11,1:2; …，N} 到 RR 
= {rs 的 兢 遇 及 组 三 的 集合 对 (G， 矿 ) 中 
元 (ru, pb) 与 S 和 规定 (x，pP)*f= pfa， 这 定义 了 一 
个 (G， 刀 ) 在 SS 上 的 作用 ， 读 者 可 以 自行 验证 ; 我 们 要 计算 的 
是 这 个 作用 下 的 罗 的 个 数 ; 或 者 回头 看 看 开 首 的 例子 ， 了 解 一 


下 什么 构成 这 个 作用 下 的 轨 。 取 6 ~ ((12 3)(; 7 用: 


(人 (人 (和 2 


_/ABLC — . 、 ER 天 | 
= (“< 下 x 表示 1 和 2 作对 换 (这 点 反映 下 1 号 球 和 2 


号 球 同 是 黑色 ， 分 辩 不 出 来 ) 表示 房 和 C 作对 换 ( 这 点 
也 了 枉 8 和 村 C 分 辨 下 出 来 )- 对 7 ( 123 ) 经 


4 Bp 4 经 (x， 有 1) 

的 作用 ， 得 到 : 

ABC. | .之 2 ， 
(4 2 O23) ?3)= (423) 
那 就 是 说 : 原来 的 摆 法 是 桶 4 盛 1 号 球 【 黑 球 ) 和 3 号 球 ( 白 
球 )、 桶 B 盛 2 号 球 ( 黑 球 ); 把 1 和 2 作对 换 、 B 和 C 作对 
换 ,， 得 来 的 摆 法 是 桶 4 感 2 号 球 ( 黑 球 ) 和 3 号 球 ( 和 白 球 )、 
桶 C 盛 1 号 球 ( 黑 球 ). 这 两 个 摆 法 ， 在 表面 上 是 区 分 不 出 来 
的 ， 大 家 都 是 桶 4 盛 一 个 黑 球 和 白 球 、 另 一 一 个 桶 盛 一 个 黑 
球 、 余下 的 桶 没有 盛 球 ( 见 图 4.11). 计算 这 个 作用 下 的 钠 的 
个 数 ， 等 - 癌 ; , 把 两 个 黑 球 和 一 个 白 球 分 放 在 桶 4 和 另外 两 

只 不 能 分 的 栖 ， 有 多 少 个 未 同 的 放置 方法 呢 ? 答案 是 10 个 
( 见 图 4.19).. .有 一 点 要 请 读者 小 心 ， 在 这 个 例子 里 及 的 作用 


8 1 


并 不 相当 于 把 三 只 桶 看 成 是 两 只 桶 。 如 果 间 题 是 把 那 三 个 球 分 
放 在 两 只 可 分 辩 的 桶 ， 答 案 并 不 是 10 个 ， 呈 是 .6: 个 而 已 ( 见 
图 4.12)。 由 于 问题 是 关于 球 和 桶 ， 读 者 肯定 不 会 混淆 上 述 两 


ty 
A 


kh 
mr 
 ， 
。 。. - ， 
2 1 


回 事 ， 但 如 果 我 们 把 同一 一 个 问题 换 一 个 叙述 形式 ， 那 大 家 便 得 
小 心 了 。 比 如 说 ， 有 一 个 倒转 三 角形 ， 端 点 上 放置 红 球 、 黄 球 
或 绿 球 ， 如 果 容 许 把 三 角形 绕 着 穿 过 底 点 的 中 线 作 轴 翻 转 的 
话 ， 共有 多 少 个 不 同 的 花 式 呢 ? 读者 想 一 想 ， 便 知道 这 个 问题 
基本 上 跟 上 一 个 例子 没有 分 别 ， 答 案 自然 也 是 18 个 ( 见 
图 4.13)。 现 在 ， 我 们 增多 一 项 条 件 ， 就 是 容许 黄 球 和 绿 球 调 
换 ， 那么 只 用 多 少 个 不 同 的 花 式 呢 ? 这 个 问题 基本 上 即 是 上 一 
个 例子 的 后 一 种 情况 ， 答案 自然 又 是 10 个 ( 见 图 4.14)。 但 那 
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图 4. 14 
并 不 等 于 说 我 们 不 区 分 黄 球 和 绿 球 ， 否 则 便 变 成 只 考虑 两 种 颜 
色 球 , 答案 不 是 .10 个 ,， 只 是 6 个 而 已 ( 见 图 4.15)。 . 


”根据 伯 氏 引 理 ， 在 (G， 太 ) 作用 下 5 的 轴 的 个 数 等 于 
IX(a，P)|X 1GIIH|I， 求 和 式 中 (x， 有 ) 走 遍 (G， 鳌 ) 中 元 。 
读者 还 记得 Xe， 有 ) 代 春 什么 吗 ? 它 是 全 部 满足 bh/ x = 六 的 S 
中 元 f 组 成 的 集合 。 剩 下 来 的 事情 就 是 仔细 分 析 这 样 的 /是 什 
么 模样 ， 目标 是 数 数 】 有 多 少 个 这 样 的 f。 把 和 a 分 别 写 成 


它们 的 图 分 解 .ao 的 逆 元 ”的 加 分 解 跟 = 的 图 分 解 有 同样 


式 的 圈 长 分 布 ， 即 是 说 1 (o 二 上 (w- ) 1 {a) 

=1,(«” ). 其 实 只 4 要 把 x 的 图 逐个 倒转 过 来 就 是 了 ， 比方 

_flL234 5678910)_ 

(1234 56789 7 )= (1.3.6)(02.8)04.9.5.10 四 那 
-1 /3869101425 7 

人 Aa = (1234 g 6 1.8 9 10 )™ (6:3,1)(8,2)(7,10,5, 


9,4)。 假定 (a,，…，a,) 是 & 的 一 个 图 ,而 f(a,)=b,, b 
落 在 5 的 一 个 圈 (5,，b,，…，4,) 里 。 由 于 考虑 中 的 三 满 
足 Bf =fa”"， 我 们 只 要 计算 两 边 在 a,、.…、a， 取 的 值 便 知 
间隔 而且 一 一 定 是 1 的 信 数 . 

设 k=d， 那么 f(a)=b,、 …、 f(a)=b,, f(a,,)=b, 

fa)=b. f(ay.)=6,、 “f(a,)=6,, a) 
=4b,。 就 是 说 ,， /把 a” 里 每 个 轿 的 元 对 应 到 有 里 某 个 圈 的 
元 ， 而 且 前 一 个 图 的 长 是 后 一 个 轿 的 长 的 信和 数 ， 对 应 的 元 也 就 
按 循环 次 序 重复 这 个 倍数 那么 多 次 。 反 过 来 说 , :这 样 的 / 演 
足 Bf =f x 1: ， 落 在 X(a，P) 里 。 举 一 个 例子 ， 设 xc-! 有 一 个 
弹 是 (1,2,3,4,5,6)( 也 即 是 说 w 有 一 个 国 是 
(6，5，4，3，2，1))， 而 5 有 一 个 图 是 (4，B，C)， 从 这 两 
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个 轿 可 以 得 到 满足 条 件 的 /是 

(1 2345 5 ) (1 2 3 4 5 6 )(! 2345 6 ) 
ABCABC/\BCABCA/\CABCAB 
如 果 有 也 有 一 个 圈 是 (C，D)， 便 可 以 再 多 得 到 一 些 满足 条 件 


的 /是 (CDpCDCD) (pCDcCDc) 总 的 来 


说 ， 太 在 区 aa， 有 的 充 要 条 件 是 : /把 x” 的 圈 分 解 里 每 个 
加 4 的 元 对 应 到 6 的 圈 分 解 里 图 B 的 元 ， 其 中 B 的 长 度 是 4 
的 长 度 的 因子 ， 而 且 按 循环 次 序 作 对 应 。 因 此 ， 只 要 知 
道 .w 或) 和 的 图 分 解 里 的 图 长 分 布 ， 便 能 轻易 计 
算 |X(&, 有 。 

设 a 有 1(%) 个 图 长 为 7 k 的 图 ， 而 6 有 1 ,8) 个 长 为 7 0 
的 圈 、 lLw(B) 1 个 长 为 j (2) 的 团 、…， 这 里 的 j (1)、j (2)… 走 
遍 的 因子 ， 那么 ， 对 每 个 «的 天 分 镶 里 长 为 上 的 图 共 
有 j (D1, (Bp) xj (2)1, (8) xX» 的 不 同 取 值 方法 ， 于 是 对 全 


1 (x) 
部 1,(@) 个 图 便 有 (27 (8)) ” 个 不 同 取 值 方法 ， 求 和 式 中 
走 追 上 的 因子 .再 考虑 全 部 图， 便 知 道 |X(x，p)| 等 于 
[TI( 祁 5)) ”了 ， 这 里 头 一 个 符号 表示 乘积 ,上 从 1 走 


到 N， 而 对 每 个 k， 里 面 的 求 和 式 走 遍 的 因子 (但 不 大 
于 m)。 对 初次 面 对 这 样 的 式 子 的 读者 ， 这 个 式 也 许 有 点 “ 拒 
人 千里 之 外 ”的 味道 ， 让 我 以 本 节 开 首 的 问题 为 例 作 个 说 明 
(1123 _/ABC 
ee (II)- Wo mp- (A486) 
(AXBXC)， 有 1(0=3, 1,(@)=0、 1,(w)=0 和 41(p)=3， 
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12(p) = 0、j13(8) = 0。 按 照 上 述 计算 ，|X(x，B)| 是 
NB NY CB) +2DBY EY Ch(B) +313(8)]s@， 
乘积 中 后 两 项 都 是 1， 而 头 一 项 是 3 = 27。 再 设 a 
-1 1 ， 3 ) (1)(2)(3) 和 p=- (4 c B )= (8 C), 
有 [l(a)=3. lz(0)=0、 l(a)=0 和 11(B)= 1 12(p)= 1 1(p) 
1 2 3) 


0。 代入 上 式 ,得 到 Xz, 有 | 是 19 =1， 2 1 3 


= (3)(1,， 4) 和 p= (48C)- (4)(B，C)， 有 (4) 
=1 (0)=1, (0)=0 和 B= 3 18)=0、 13(p) = 0, 
代入 上 式 ， 得 到 |X(a, 有 是 31x3!=9。 最 后 设 a 

= (7 3)= Va, 2) 和 p= (4 C8)- (A)(B, ©C), 
有 (w=1、 1 (WF 1. ho) = 0 和 (Bp)=1、 (=1. 13(p) / 
= 0， 代入 上 式 ， ,得 到 |X(a， 有 | 是 11 x3!=3. 因此 ， 轨 的 
个 数 等 于 (27 十 1 二 9 十 3) 72 x 2= 10， 即 是 说 不 同 的 放置 
法 共有 10: 个 ， i 

图 指标 把 整个 群 昌 的 元 的 图 分 解 关 长 分 布 作 一 个 详尽 罗 
列 ， 以 上 的 计算 会 叫 人 意 会 到 答案 既然 与 那些 & 和 有 的 圈 长 分 
布 有 关 ,' 它 应该 能 用 圈 指 标 表 达 出 来 的确， 荷兰 数学 家 德 布 
鲁 恩 (N.G.DE. BRUIJN) 在 1959 年 发 现 了 一 个 这 样 的 公 
式 ， 当 有 是 单元 群 时 ， 至 简化 为 拍 氏 引 理 。 公 式 中 的 思想 就 
是 以 上 的 计算 ， 这 儿 就 不 重复 了 。 后 来 德 布 鲁 恩 继续 把 这 个 思 
想 发 挥 ， 写 了 一 篇 文章 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 : N.G.DE 
BRULIN, A SURVEY OF GENERALIZATIONS OF 
POLYA’S ENUMERATION THEOREM, NIEUW 
ARCHIEF VOOR WISKUNDE(2), XIX(1971)，89—112. 
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“” 波 利 亚 计数 定理 也 有 类 似 的 推广 ， 但 涉及 的 计算 自然 是 更 繁复 
了 。 在 1965 年 哈 拉 利和 巴 感 马 研究 了 更 一 般 的 情况 ， 他 们 的 
理论 涵盖 了 波 利 普 和 德 布 鲁 恩 理 论 的 精华 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 
人 参阅: F.HARARY, E.M.PALMER,:THE POWER 
GROUP ENUMERATION THEOREM, JOURNAL OF 
COMBINATORIAL THEORY,VOL.1(1966),157 一 173, 我 
们 在 这 本 小 书 里 就 不 叙述 这 些 推 广 了 。 poe 
从 别 的 角度 考虑 ， 从 而 把 它 推广 ， 一 个 方向 是 利用 组 合 数 学 

另 一 件 有 力 土 具 一 一 麦 比 乌 斯 反省 (MOBIUSINV- 
ERSION)—— 去 计算 一 般 有 限 群 作用 下 的 轨 ， 另 一 个 方向 是 
把 波 利 亚 定理 纳入 群 不 变量 理论 的 架构 ， 变 成 是 某 条 定理 的 特 
殊 情 况 。 这 些 结果 都 远 超越 了 这 本 小 书 的 讨论 范围 ， 我 们 
不 叙述 了 ， 存 兴趣 的 读者 可 以 参阅 : AKERBFR,，ENUMERATIION 
UNDER FINITE. GROUP ACTION: SYMMETRY CLASSES 
OF MAPPINGS, IN “ COMBINATOIRE ENUMERATIVE” ， 
G.LABELLE, P.LEROUX(ED. )， SPRINGER~VERLAG, 
986，160 一 176; R. STANLEY， INVARIANTS OF FINL 
TE GROUPS AND THEIR APPLICATIONS TO CO- 
MBINATQRICS,. .BULLETIN (NEW SERIES) .OF THE 
AMERICAN .MATHEMATICAL .SOCIETY,VOL. 1(1979)， 
475—511. 

结束 本 节 ( 也 是 本 章 ) 之 前 ， 让 我 回 到 第 4.2 节 讨论 过 的 

开关 电路 ， 运用 德 布 鲁 恩 的 计算 方法 解决 以 下 的 问题 ， 我 们 已 

经 找 出 : 如 果 容 许 调换 输入 和 容许 某 些 输入 通过 非 门 ， 需 要 设 
计 多 少 个 开关 电路 ? 比方 有 两 个 输入 和 一 个 输出 ， 答案 是 6 
个 ( 见 图 4.5)。 现 在 我 们 更 容许 输出 也 通过 非 门 ， 需 要 多 少 个 
开关 电路 呢 ? 仍然 以 两 个 输入 和 一 一 个 输出 的 情况 为 例子 ， 在 
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第 4.2 节 里 我 们 已 经 计算 了 ， 应 该 考虑 的 群 G 的 图 指标 是 (x， 
+ 3x? 十 2x?x, + 2x4)/8。 由 于 我 们 容许 输出 通过 非 门 ， 需 
要 引入 另 一 个 群 万 , : 是 个 二 元 群 ， 指标 是 (x + x,)/2。 
根据 上 面 的 计算 (N = 4,m = 2)， . 

lx Pl= Cl (8))"® CB +21, (py 
CD cB) 42 B®. 
本 来 要 计算 16 项 这 样 的 |X(x，p)|， 但 从 图 指标 中 看 到 ， 其 实 

只 用 计算 8 种 吧 。 当 a=(_X_)(C_X( )) 和 8=(_)(_) 时 ， 
(0 = 4 lA(W= (WL =0 和 LB)=2, 1,(6)=0, 所 
x(a, 有 =2 =16; 当 a=(  )( _) 和 p=(_)() 
时 , 1 (a) =0, 1, (0) #2 4,(0) = 1 (0 =0 和 4,(p) = 2、1,(p) 
=0， 所 以 |Xlz, 有 = 2? 一 4; 当 a=(_)(_)(__) 和 8 
=(_)(_)) 时 ， 1 (= 2、! , (0) = 1. 1, (0) = (=0 和 1 , (Pp) 
=2.、 1 ,(B) = 0， 所 以 |xX(w， Bl=2 x 21=8; 当 a 
=( 和 B=)( ) 时 , 1 (0) = 1,(«) = 1, (a) 
=0、l(o)=1 和 和 1,(p)=2、1,(8)=0， 所 以 JX(x;， B=2 
= 2。 类 似 地 ; ': 当 gg =(_ (3(_)(_) 和 B= 》 
时 [xX(a,， BP)l=0; 当 w=( 一 一 ) 一 一 ) 和 p =(__) 
|X(&, Pl=27 =4; 当 a=(_)(_)(__) 和 p= (——) 
， |X(&, BP) =0; 当 x= (一 一 一 一 ) 和 5 = (一 一 ) 
时 ，jX(a, PB)| = 21 = 2。 把 所 有 项 加 起 来 再 除 以 jGllml， 便 是 
轨 的 个 数 ， 等 于 
(6+3x4+2x8+2x2+0+3x4+2x0+2 
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x2)/8x2=4, 
即 是 说 只 用 设计 4 个 开关 电路 ( 见 图 4.16)。 读 者 愿意 试 计算 
三 个 输入 和 一 个 输出 的 情况 吗 ? 


XIx2 fo fis fi fs fa fz fiafr fn fi3f3d12fs fo feos 
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有 ~、 147， ; 


a | -一 : 于 i - 
-车 五 章 : 同 分 异 构 体 的 计数 

: 7 + 
| : . 

: . . i :| 


1 
we -. 


$ 5.1 引言 


波 利 亚 的 经 典 之 作 题目 里 包括 “化 学 化 合 物 ” 这 个 字眼 ， 其 
实 他 发 表 这 篇 长 文 前 两 年 已 经 陆续 发 表 了 几 篇 短文 ， 都 是 关于 
化 学 上 同 分 蜡 构 体 的 计数 问题 ， 有 些 文 章 还 刊登 在 科学 杂志 
上 。 同 分 异 构 这 种 现象 自从 19 世纪 初 给 发 现 后 ， 过 了 70 年 人 
们 对 同 分 异 构 体 的 计数 问题 还 是 一 筹 莫 展 。 到 了 1874 年 ， 却 
同时 出 现 三 篇 有 关 的 论文 ， 三 位 作者 又 都 是 科学 史上 有 和 名 之 
辈 。 第 一 位 是 原籍 德国 后 移居 意大利 的 化 学 家 和 孔 那 
(W.KORNER)， 他 写 了 一 篇 很 长 的 文章 ， 讨 论 苯 的 取代 物 的 
同 分 异 构 体 。 第 二 位 是 后 来 被 誉 为 物理 化 学 之 父 的 荷兰 化 学 家 
范 堆 夫 (J.H.VAN'T HOFF)， 他 在 同一 年 写 了 一 本 小 书 ， 提 
出 碳 原子 化 学 键 的 空间 结构 学 说 ， 讨 论 有 机 化 合 物 的 同 分 异 构 
体 ， 开 启 了 立体 化 学 的 研究 。 第 三 位 是 当时 极 有 名 气 的 英国 数 
学 大 师 凯 莱 (A.CAYLEY)， 他 采用 树 图 的 观点 ， 于 同年 发 表 
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了 一 篇 讨论 同 分 异 构 体 计数 问题 的 文章 ， 并 且 引 入 母 郴 数 作为 
计数 方法 。 循 着 这 条 思路 ， 凯 莱 继 续 发 表 了 几 篇 文章 ， 计 算 某 
些 化 学 取代 物 的 同 分 异 构 体 个 数 。 到 了 这 个 世纪 的 30 年代 
初 ， 美 国 化 学 家 汉 齐 (H.R. HENZE) 和 上 毕 里 亚 
(C.M.BLAIR) 发 表 了 一 系列 文章 ， 做 了 更 多 这 方面 的 计算 . 
不 过 ， 当 时 还 是 欠缺 一 套 普遍 有 效 的 算法 ， 只 能 对 问题 采取 逐 
个 击破 的 策略 。 直 到 波 利 亚 在 30 年 代 后 期 提出 他 的 计数 理论 
并 且 应 用 到 化 学 上 ， 这 个 问题 才 有 突破 的 发 展 。 重 温 一 下 这 段 
改 事 ， 是 十 分 有 教育 意味 的 ， 而 且 也 可 以 欣赏 到 波 利 亚 计 数 定 
理 的 一 个 漂亮 的 应 用 。 在 这 上 儿 我 们 只 多 画 一 个 轮廓 ， 有 兴趣 的 
读者 ， 可 以 参阅 : R.C.READ, THE ENUMERATION OF 
ACYCLIC CHEMICAL COMPOUNDS， 刊 于 “CHEMIL 
CAL APPLICATIONS OF GRAPHE THEORY”， A.T. 
BALABAN(ED.), ACADEMIC PRESS, 1976, 25—61. 


3 S.2” 母 函数 的 运用 


让 我 们 先 看 看 怎样 运用 母 函 数 尝 试 解 决 计数 问题 ， 所 谓 母 
盟 数 就 是 一 种 形式 攻 级 数 ， 它 的 系数 是 满足 某 些 条 件 的 构 形 或 
彰 摆 法 的 个 数 。 形 式 寡 级 数 是 指 它 形 如 we 十 wix 十 wzx? 十 … 
的 式 子 ， 但 我 们 不 关心 它 的 收敛 性 质 ， 计 算 时 也 只 是 形式 地 套 
用 四 则 运算 法 则 ， 有 点 象 17 和 18 世纪 的 数学 家 把 寡 级 数 看 成 
是 多 项 式 ， 只 不 过 它 有 很 多 很 多 项 而 已 ! 读者 暂时 不 清楚 这 一 
点 ， 不 用 担心 ， 读 下 去 便 会 明白 的 . 

举 一 个 最 简单 的 例子 吧 ， 设 uw 是 从 N 件 东西 选 出 m 件 

9] 


(不 同 ) 东西 的 方法 的 个 数 ,那么 G(x) 三 xzo 十 zix 十 xzxz 十 
… 便 叫 做 这 个 计数 问题 的 母 隐 数 。 头 一 遭 跟 母 函 数 打 交道 的 
读者 心里 可 能 嘲 叶 :“ 这 只 是 一 种 记 法 吧 ,有 什么 了 不 起 ?” 但 
是 ， 正 如 我 们 在 第 4 章 第 4.1 节 里 已 经 说 过 ， 好 的 记 法 往往 带 
来 意 想不到 的 方便 ! 把 众多 情况 的 资料 (那些 xm) 集合 于 一 个 
戎 级 数 身 上 ， 在 以 后 的 计算 中 起 了 不 可 忽视 的 作用 。 上 面 的 
例子 或 许 太 简单 ， 读 者 不 容易 看 出 这 一 点 ， 但 如 果 你 懂得 wx。 


其 实 是 二 项 式 系数 (人 )， 便 仍然 会 感觉 得 到 母 函 数 的 优美 之 


处 , 其实 ,G(x) = (1 + x)w。 另 一 个 看 法 是 考虑 (1 + x)…(] 
十 xX)， 就 是 1 十 x 自生 和 N 次，x” 的 系数 等 于 从 N 项 中 选 
出 m( 不 同 ) 项 的 x 的 方法 的 个 数 , 不 正好 是 kx， 吗 ? 

让 我 再 举 一 个 稍为 复杂 的 例子 ， 设 wu， 是 从 N 件 东 西 选 
出 m 件 (容许 重复 ) 东西 的 方法 的 个 数 。 如 同 刚才 把 1 十 x 
日 乘 N 次 的 想法 ， 我 们 取 1 十 x 十 x? 十 … 自 冬 入 次 ， 每 项 代 
表 一 件 东 西 ， 在 该 项 选 出 x/ 代表 把 那 件 东 西 选 了 1/ 次。 因 
此 ，x” 的 系数 正好 是 zw。 这 里 的 无 穷 级 数 ，1 十 x 十 x? 十 … 
是 形式 帮 级 数 ， 形 式 地 作 运 算 ， 成 立 

(1 十 X 十 X2 十 …)(1 一 X) 一 1 十 X 十 X2 十 … 一 和 一 和 

一 全 三 1， 所 以 形式 地 170 一 站 =1+x+x 十 …。 这 个 计 
数 问题 的 母 函 数 是 G(x) = 1/ (1 一 x)*。 形 式 地 我 们 可 以 作 以 
下 的 计算 ，G(x)= (1 一 x)-*=1+bix+bzx? 十 …，b 是 
形式 的 二 项 式 系 数 ， 等 于 (一 和 (一 N 一 (~-N 一 22.(—N 
—-m+D)(—D"m!=N(N+tI)-L(N+m-1)/ml! 
= 训 )。 因 此 ，un = bn ==( 人 V+ 四 一 1 )。 如 果 读者 
套用 第 3 章 第 3.4 节 介 绍 过 的 一 个 想法 去 直接 计算 这 个 
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( 注意 ， 这 儿 的 入 和 m 应 该 分 别 看 作 是 那儿 的 m 和 NN)， 便 更 
体会 到 母 函 数 的 优美 了 。 

现在 ， 我 们 可 以 解释 山菜 的 计算 ， 但 先 要 和 弄 清楚 什么 叫做 

树 图 (以 下 简称 作 树 )， 一 株 树 是 一 个 这 样 的 图 : 它 的 边 并 不 构 

成 圈 ; 沿 着 它 的 边 总 可 以 从 任 一 个 点 经 过 别 的 点 走 到 任何 一 个 

点 。 看 看 直面 的 图 ( 见 图 5.1)， 你 和 目 然 明 白 为 什么 这 种 图 有 这 

样 的 名 字 了 。 在 树 里 选 定 一 点 ， 把 

它 标 为 根 (比如 涂 上 颜色 )， 这 株 

树 电 做 有 根 树 。 现 在 的 问题 是 : 有 

m 个 点 的 有 根 树 ， 共 有 多 少 株 互 

不 同 构 的 ?比方 m=4 人 时， 共有 四 

怕 〈 见 图 5.2)。 注 意 一 点 ， 如 果 没 

有 标明 一 点 作 根 ， 互 不 同 构 的 4 点 


图 5.1 z 树 只 有 两 株 。 把 树 中 一 点 标 
-TT ~ 、\ 
f \ /< \ 
| ft 【 | 
| | | | 
| 1 | | 
| | | | 
| | 
| | | | 
有 
~ 一 ~、_______ -~ 
图 5.2 


作 根 提供 了 什么 方便 呢 ? 一 株 有 根 树 是 由 几 株 有 根 树 接 在 根 上 
生成 ， 如 果 根 的 次 数 ( 即 是 连接 那 一 点 到 别 点 的 边 的 数目 ) 是 
k， 便 及 株 有 根 树 接 在 根 上 ( 见 图 5.3)， 这 个 简单 的 事实 显 
示 了 根 的 次 数 的 用 途 。 设 wu 是 m 个 点 的 有 根 树 的 个 数 ，u (A) 
是 m 个 点 且 根 的 次 数 是 的 有 根 树 的 个 数 ， 那 么 x = 
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5 wus(k)， 求 和 式 中 从 1 走 到 m-1。 如 果 有 4 株 1 点 的 树 接 
在 根 上 、z, 株 2 点 的 树 接 在 根 上 ，…、6_j 株 m-1 点 的 树 接 
在 根 上 , 便 成 立 1,+…+t,_1 天 和 三 二 2 十 … 十 (一 1 一声 一 1 
两 个 式 合 起 来 可 以 看 成 是 一 个 把 m-1 分 拆 为 大 份 的 方法 。 
比方 上 面 的 例 


人 D、 ( 见 图 $.3)， 树 
可 CC 1 ~、 有 18 点 ， 根 的 
/ 和 DO oi ® 2 ， 次 数 是 6， 有 了 两 
Ne Po AN 株 1 点 树 、 一 株 

WA 3 点 树 、 三 株 4 

点 树 接 在 根 上 ， 
® 它 提供 的 分 析 是 
5.3 ] /= 二 1 十 1 十 3 十 4 十 


4+4。 要 数 数 有 多 少 株 m 个 点 且 根 的 次 数 是 的 有 根 树 ， 只 要 
数 数 有 和 多少 个 不 同 的 方法 从 ui 株 1 点 有 根 树 选 出 1 株 移植 到 
根 上 上 上、 从 f, 株 2 点 有 根 树 选 出 to 株 移植 到 根 上 ……。 这 些 数 
目 亦 不 难 计算 ， 从 志 株 j 点 有 根 树 选 出 ! 株 移植 到 根 上， 不 同 


的 方法 共有 (〈% ““  ) 个 。 所 以 ， 合 起 来 便 得 到 


um (kK) 一 》， 1 十 1 一 ] U2 十 {2 一 1 ， tm-1l1 十 tn-1l1 一 ] 
1 {2 fm—i 


求 和 式 走 过 m 一 1 分 拆 为 k 份 (11 十 212 十 … 十 (一 1)fm- i 
二 1 一 1) 的 方法 。 把 ww (1)、umw(2)、…、wmn(m 一 1) 加 起 

来 ， 便 得 到 要 计算 的 zw 了。 理论 上 上， 知道 zi 、xa、…、 

um-1， 我 们 便 能 从 这 个 电大 人 望 而 生 时 的 公式 计算 ww ， 但 实 

际 做 下 去 ， 这 个 算法 不 只 繁复 ， 更 要 命 的 是 每 次 我 们 必须 知 

道 专 样 把 m 一 1 分 拆 ， 以 求 写 下 那些 1;、1,…。 随 着 mm 增 
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大 ，m 一 1 的 分 拆 方 法 迅速 增加 ， 叫 人 应 付 不 来 。 比 方 当 
二 20 时 ，m 一 1 = 19 已 经 有 490 个 分 拆 方 法 ; 当 m = 100 
时 ，m 一 1=99 更 有 169 229 875 个 分 拆 方 法 呢 ! 循 这 条 途径 
作 计 算 ， 不 会 走 得 很 远 ， 让 我 们 看 看 如 何 运 用 母 图 数 回 避 这 
点 困难 . 置 w(x) 二 wx 十 U2zxX? ?十 U3X3 十 一 YX(UI 十 22X 十 
U3X? 十 …)， 经 形式 运算 (不 理会 收敛 问题 )， 得 到 


-xl 下 . 
(i 十 fm-1 一 ] je 
fm 一 1 
-2 十 了 一 】 je 十 了 2 一 1 je 
1 1 f2 
Um--! 十 了 一 1 一 ] x mm- Drm—1 
fm—i 
EE 
| tT )e 


=x/( x) — x2) 2 ~ xi)3.: 
在 第 一 行 和 第 二 行 的 头 一 个 求 和 式 中 产 走 遍 1、2 

后 一 个 求 和 式 中 (1t1，…，i1m-1) 走廊 m 一 1 的 分 折 ， 使 7 
+2f2 十 十 (m 一 Dtm-! 二 1m 一 1; 在 第 三 行 的 每 项 求 和 式 
中 1 走 表 1、2、3、…。 凯 莱 早 在 1857 年 的 一 篇 文章 里 已 经 
发 现 了 上 面 那 个 公式 ， 利 用 这 个 无 穷 乘积 表示 式 ， 我 们 坟 需 
动用 正 整数 的 分 拆 方法 便 能 计算 wu, 。 其 实 ， 计 算 手 续 还 是 够 
索 复 的 ， 我 们 需要 知道 gl 、zz、…、za :的 值 才能 计算 
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的 值 ， 但 较 诸 刚才 动用 正 整 数 的 分 拆 方 法 作 计 算 已 经 改良 了 
好 一 大 步 。 如 果 再 运用 一 点 形式 微 积分 运算 (这 儿 不 蒙 述 )， 
还 可 以 把 上 式 换 写成 对 数 形式 

u(x) = xexp( 2 u(x)}) /0), 
求 和 式 中 i 走 遍 1、2、3、…。 继 续 运 用 微 积 分 运算 ， 我 们 能 
得 到 一 个 有 效 计 算 wu 的 递归 公式 ， 任 着 它 不 难 算出 

UL(x) 一 X 十 X 十 25 十 4X 十 9x5 十 20x5 十 48x 7? 

十 11Sxs 十 286x? 十 719x10 十 … 
一 个 点 的 有 根 树 只 有 一 株 ， 两 个 点 的 有 根 树 也 只 有 一 株 ， 三 
个 点 的 有 根 树 有 两 株 ， 这 些 都 是 显而易见 。 四 个 点 的 有 根 树 
有 四 株 ， 我 们 已 看 过 了 ( 见 图 5.2)， 读 者 愿 不 愿 画 下 那 九 株 五 
个 点 的 有 根 树 呢 ? 


3 S.3 烷 基 CNWHIX 的 计数 


把 烷烃 CNHoNi> 的 一 个 所 原子 换 作 基 X， 有 多少 个 同 分 
异 构 体 ?” 比方 换 作 羟基 (OH)， 丁 醇 C,H,,O 有 多 少 个 同 分 异 
构 体 呢 ? 答案 是 共有 四 个 ( 见 图 5.4)。 但 丁 烷 C,H ， 却 只 有 两 
个 同 分 异 构 体 ( 见 图 5.5)， 怎 样 从 两 个 经 取代 得 出 四 个 呢 ? 目 
光 锐 利 的 读者 会 从 图 中 看 到 树 的 影子 ， 重 要 的 只 是 那些 碳 原 子 
的 位 置 , 氧 原子 大 可 不 必 理 会 ,于 是 那 两 个 CJH 的 同 分 异 
构 体 变 成 是 两 株 四 个 点 的 树 ， 而 那 四 个 C,Hi,O 的 同 分 异 构 体 
变 成 是 四 株 四 个 点 的 有 根 树 ， 根 是 连 上 羟基 的 碳 原子 ( 见 图 
5.6) 。 在 上 一 节 我 们 已 计算 了 六 个 点 的 有 根 树 的 数目 ， 虽 然 
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对 NW=1、2、3 或 4， 这 个 答案 就 是 CNH2N42O 的 同 分 异 构 体 
的 个 数 ， 一 般 而 言 前 者 比 后 者 多 。 化 学 上 的 条 件 限制 ， 把 问题 


H HH HH H H H HH H 
上 IT 1 1 
II 1 1! 1 41 | 1 
HH H HH H H H OH 
H HH HH H oH HH 
| 1 | 1 1 
| | | I 
H H H H 

| | 

QH H 

5.4 
H H H H H H H 


— 


| 
| | 1 1 | 8 


图 .5 
变 成 : 有 和 多少 株 ( 互 不 同 构 ) N 个 点 的 有 根 树 ， 根 的 次 数 不 
大 于 3， 每 点 的 次 数 不 大 于 4? 
让 我 们 回 到 波 利 亚 计数 定理 , 设 C= {1,…，N} 和 RR 
= {ri1,…,rm},S 是 全 部 从 C 到 R 的 映射 组 成 的 集合 。 在 
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第 4 章 第 4.1 节 里 我 们 定义 了 /的 权 序 (f )，S 的 轨 的 权 分 布 
- 写 为 构 形 计数 记录 Tri, , rm ), 定理 说 


I(ri, … 六 ) 一 orl 十 … 十 六 mm， 六 十 … 十 广 ， 


， r+…+r,) ， 
Z_(x,，…，xw) 是 作用 在 S$ 上 的 群 G 的 圈 指 标 。 在 这 一 
节 要 面 对 的 计 
算 ，R 是 个 无 穷 
集 ， 我 们 需要 把 
上 面 的 公式 稍 作 
妆 扮 。 其 实 波 利 
亚 在 他 的 文章 里 
本 来 就 是 以 无 穷 
形式 表述 计数 定 
| 0 00 @co-o-co |! 理 的 但 为 7 集 
~ 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 ~- 中 注意 力 于 群 的 
图 5.6 对 称 上 ， 我 们 在 

第 4 曹 把 讨论 规 限于 有 穷 集 R 的 情况 。 

每 个 R 的 元 有 个 权 ， 为 方便 叙述 ， 不 妨 用 0、1、2、… 
作为 R 的 元 的 权 。 虽 然 R 有 无 限 多 个 元 ， 让 我 们 仍然 规定 对 
每 个 nn， 只 有 有 限 多 个 R 的 元 的 权 是 m， 设 为 ,个 。R 的 
万 的 权 分 布 可 以 写作 一 个 性 函 数 U(X)=uU tu x+u, xX, 
t+…。 对 SS 中 元 了 我 们 定义 WY ) 作 f(D)、…、f (WN) 的 权 的 
和 和， 叫做 二 的 权 。 同 一 轨 的 元 有 相同 的 权 ， 就 叫做 那个 轨 的 
权 。 设 G， 是 权 为 m 的 轨 的 个 数 ，S 的 轨 的 权 分 布 表 写 作 母 
消 数 


98 


G(x)=G, +G x+G,x + 
波 利 亚 计 数 定理 说 

Gx) = Z, ux), ux ), ,ulx ) ), 
Z 是 作用 在 S 上 的 群 G 的 圈 指 标 。 证 明 这 个 公 臣 的 方法 跟 
第 4 章 第 4.1 节 的 方法 相似 ， 设 9 是 全 部 满足 x*/=/f 
和 WW(f) = m 的 有 序 侦 (x，/ ) 组 成 的 集 ， 考 虑 形式 大 级 
数 |go |1+12 x+|go|x 十 … 二 了 (51D)x”， 头 一 个 求 和 式 
中 jm 走 届 0、1、2、…， 后 一 个 求 和 式 中 走 过 2 的 有 序 
伪 。 如 同 以 前 一 样 做 法 ， 先 选 定 后 走 遍 xn， 再 选 定 x 后 走 
忆 /， 两 个 答案 合 在 -一 起 就 得 到 公式 了 。 举 一 个 例子 : 把 非 负 
整数 k 分 拆 为 三 个 非 负 整 数 (不 计 各 加 数 的 顺序 ) ， 共 有 多 
少 个 不 同 的 方法 ? 比方 2 有 两 个 ， 即 是 0+0+2 和 0+] 
十 1; 6 却 有 七 个 ， 即 是 0+0+6、0+1+5S、0+2+4、0 
+3+3、1+2+3、1+1+4、2+2+2。 读 者 想 一 想 ， 便 知 
道 这 个 问题 可 以 纳入 上 述 公 式 的 架构 ，G 是 三 次 对 称 群 
S,，x(x)=1+x+x 十 …, 每 个 轨 代 表 一 个 分 拆 方法 。S， 
的 圈 指 标 是 (x; + 3x ,x， 二 2x;)A6， 所 以 轨 分 布 的 母 消 数 是 
G(x)= [+x+x 十 …) 十 3(1 十 x 十 x 十 …): 

(+x 十 x 十 …) 十 2(1 十 x 十 x 十 …】/6 

=]1+x+2x +3x +4r +5x +7x +8x + 10x’ 

+ 
号 是 说 ，0 和 1 都 只 有 一 个 分 拆 方法 、2 有 二 个 、3 有 二 个 、4 
有 四 个 、5 有 五 个 、6 有 七 个 、 7 有 八 个 、8 有 十 个 ， 等 等 。 

现在 可 以 开始 数 数 有 多 少 株 N 个 点 的 有 根 树 ， 其 中 根 的 
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次 数 不 大 于 3， 每 点 的 次 数 又 不 大 于 4。 这 也 等 于 数 数 有 多 少 
个 烧 醇 CNHN2O 的 同 分 
异 构 体 。 可 以 分 为 四 种 情 
况 考 虑 ， 根 的 次 数 分 别 是 

天 =0、1、2、3。 如 果 根 
的 次 数 是 上 一 株 这 样 的 
树 是 把 无 株 类 似 的 树 接 
在 根 上 生成 ( 兄 图 
5.7) 。 固 然 ， 把 那 株 树 

S.7 互相 调换 位 置 ， 是 无 关 痛 

痒 的 。 也 就 是 说 ， 在 上 天 次 对 称 群 S 的 作用 下 ， 一 个 轨 代 表 一 
株 不 同 的 树 。S$ 是 什么 呢 ? S 中 元 是 从 {1，2,，…, Kk} 到 RR 
的 映射 ，R 就 是 全 部 满足 上 述 条 件 的 有 根 树 组 成 的 集 ， 每 株 树 
的 权 就 是 树 上 的 点 的 个 数 。 如 果 满 足 上 述 条 件 的 N 点 有 根 树 
的 个 数 是 4v， 那 么 u(x)= 4,xt+4,x+43x3+… 便 是 R 中 元 的 
权 分 布 的 母 函 数 ， 设 G(x)= G(0)+GL(1)xt+G(2)x’+… 是 轨 分 

布 的 母 函数 ，Gi(m) 就 是 根 的 次 数 是 上 而 每 点 次 数 又 不 大 于 4 
的 m+1l 点 有 根 树 的 个 数 。 根 据 波 利 亚 计数 定理 ， 有 

G,(x) = 2, (u(x), u(x ), :…, u(x” ) ), G=S,. 

当 k=0 时 ， 显 然 G,(x)=1。 当 k=1 时 ，Z,(x,)=x,， 所 
以 G, (x)=u(x)。 当 k=2 时 ,，Z_(x), x,)=(x’i +x,)/2, 

所 以 G,(x) =[u(x) +ulx )]/2。 当 大 = 3 时 ， 

Zi，x，x)=(x) +3x Xx, +2x,)/ 6， 所 以 

G,(x) = [u(x) + 3u(x)u(x ) 二 2u(x )] /6。 巧妙 的 事情 

是 w(x) 本 身 却 又 跟 G(x)、G (x)、G ,(x)、 G,(x)、 批 上 为 一 
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种 关系 ! 这 是 因为 
A, =G,(0)+G,(0) + G6,(0)+G,(0), 


A4,= GD) +6G,()+6G,()+6G,(), 

A,=G2)+G,2)+6,0)+6G,0), 
合 起 来 即 是 u(x) = xC。(x)+xG (x) + xG,(x) + xG, (x)., 
代入 刚才 的 计算 ， 得 到 

u(x)=x{l+u(x)+ [u(x) +u(x )]/2+ [u(x)- 

/ + 3u(x)u(x’ ) +2u(x)] /6} ， 症 4Gc)=1+MUc)=1I+4x 
+ A,x” + A,xi + …， 上 式 化 为 4(x)=1+ [4 (x) 
+34(x)A4(x )+24(x;)]/ 6。 如 果 我 们 已 经 知 
道 4,、4，,、…、A4，、 的 值 ， 便 可 以 从 这 个 公式 计算 4 ，， 的- 
值 ， 尤 其 利用 电子 计算 机 程序 ， 这 是 容易 办 到 的 。 下 面 是 N 
从 1 到 20 的 4、 的 数值: 


N A, N A、 
1 | 1] 1238 
2 ] 12 3057 
3 2 13 7639 
4 4 14 19241 
5 8 15 48865 
6 17 16 124906 
7 39 17 321198 
8 89 18 830219 
9 211 19 2156010 


3622109 
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4 也 就 是 烷 醇 CNH2N2O 的 同 分 异 构 体 个 数 ， 例 如 甲醇 和 乙 
酬 各 有 一 个 、 丙 醇 有 两 个 、 丁 醇 有 四 个 、 成 醇 有 八 个 ， 等 等 。 
4 的 数值 增 大 得 很 快 ， 利 用 他 的 计数 定理 波 利 亚 还 寻求 了 当 
N 无 限 增 大 时 4 的 渐 近 公式 ， 得 到 4w~c™“N”“,，c 是 一 个 
前 数 ， 约 是 0.355， 其 实 是 星 级 数 A4(x) 的 收 钙 半径 。 从 这 潮 近 
式 不 难 推 导出 当 N 增 大 时 ，Aw_j~(1/c)4、v， 或 者 说 4、 渐 近 
于 一 个 几何 级 数 。 其 实 化 学 家 早 于 这 个 其 纪 的 30 年 代 初 已 经 
留意 到 这 个 现象 ， 只 是 不 懂 如 何 解释 吧 。 


S$ $5.4 烷烃 CNJH 的 计数 


从 化 学 的 角度 看 ， 烷 烃 的 计数 问题 应 该 较 烷 基 的 计数 问题 
来 得 容易 ， 因 为 烷 基 是 从 烷烃 中 取代 一 个 氧 原子 得 来 的 。 但 从 
数学 的 角度 看 ， 却 刚好 相反 ! 由 于 烷 基 有 一 个 碳 原 子 连 着 基 ， 
地 位 较 别 的 碳 原子 特殊 ， 提 供 了 一 个 让 
人 “乘虚 而 入 "的 计算 出 发 点 。 用 树 图 的 
语言 ， 就 是 有 根 树 的 计数 问题 比 一 般 树 
的 计数 问题 较 易 处 理 。 为 了 暂时 恢复 这 
一 点 方便 ， 让 我 们 人 为 地 选 定 一 个 点 作 
根 ， 先 数 数 有 多 少 个 “有 一 个 标 了 号 的 
s.8 碳 原子 的 烷烃 ”"。 设 P 是 这 种 烷烃 
CH 的 个 数 ( 见 图 5.8)，P(x)= Pjxtpyx*+psx 十 … 是 这 个 
计数 问题 的 母 函数 。 从 图 中 读者 可 以 看 到 ， 那 相当 于 数 数 在 四 
个 角 上 有 多 少 个 放置 烷 共 的 方法 ， 这 些 烷 基 是 容许 在 四 个 角 上 
互相 调换 位 置 。 因 此 ， 应 该 考虑 的 群 是 四 次 对 称 群 5$,， 它 的 
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圈 指 标 是 (xi+6xTx; 十 3x5+8xixs+6x) /24; R 是 全 部 烷 基 组 
成 的 集 ， 权 是 碳 原 子 的 个 数 ， 权 分 布 的 母 函 数 是 上 一 节 计 算 了 
的 4(x)， 这 包括 了 40=1 (严格 说 来 ， 那 当然 不 算是 一 
基 ， 只 是 一 个 氢 原 子 )。 根 据 波 利 亚 计 数 定 理 ， 有 
P(x)= xZo(A(x), A(x’*), A(x’), A(x)), G 一 94。 
也 就 是 说 ， 
P(x) = x[A(x)4 + 6A(x)?A(x?)+ 3A(x2)? 十 84(0x)4(0x3) 
+ 64(x“)/24。 其 次 ， 我 们 再 数 数 有 和 多少 个 “有 一 个 标 
了 号 的 碳 原 子 价 键 的 烷烃 "。 设 CO， 是 这 种 烷烃 C,H,,,, 的 个 
数 ( 见 图 5.9)，QO(x)= Oix 十 Oo2xX “十 OQ3x; 十 … 是 这 个 计数 
问题 的 母 吨 数 。 从 图 
中 读者 可 以 看 到 ， 那 
相当 于 数 数 在 两 个 位 
首 上 有 多 少 个 放置 烷 
基 的 方法 ， 这 些 烷 基 
是 容许 在 两 个 位 置 上 
作对 换 的 。 因 此 ， 应 
| 5.9 该 考虑 的 群 是 二 次 对 
称 群 S,， 它 的 圈 指 标 是 (x7+x,)/ 2; R 是 全 部 烷 基 组 成 的 集 ， 
权 是 碳 原 子 的 个 数 。 权 分 布 的 母 函 数 是 4(x)-1， 这 几 我 们 不 
包括 4o=1， 是 因为 那个 标 了 号 的 价 键 必须 是 连 着 两 个 碳 原子 
的 。 根 据 波 利 亚 计 数 定 理 ， 有 
QO(x)=Zo(A(x)—1, A(x2)—1), G= 8S,, 
也 就 是 说 ， 
O(x)= {[A(x)— 1]?+ AG) lj}} /2 
=[A(x)’: 十 4(x2) /2— A(x), 
非常 巧妙 的 一 步 ， 是 英国 数学 家 瑞 德 (R.C.READ) 在 
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1972 年 提出 的 。 利 用 这 个 思想 ， 他 还 计算 了 很 多 别 的 化 学 化 

合 物 的 同 分 异 构 体 的 个 数 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 : 

R.C. READ, THE ENUMERATION OF ACYCLIC CHE. 

MICAL COMPOUNDS， 刊 于 “CHEMICAL APPLICAT- 

IONS OF GRAPH THEORY” A.T.BALABAN (ED. ) ， 

1976，ACADEMIC PRESS，25 一 61。 怎 样 揉 合 P(x) 和 QO(x) 

去 计算 不 作 任 何 标号 的 烷烃 同 分 异 构 体 的 个 数 呢 ? 瑞 德 提出 这 

样 的 看 法 : 给 定 了 某 个 烷烃 的 同 分 异 构 体 ， 把 它 的 一 个 碳 原 子 

标号 。 有 多 少 种 不 同 的 方 

和 a ”法 ? 把 它 的 一 个 碳 原子 价 键 

标号 ， 有 多 少 种 不 同 的 方 

法 ? 比方 丁 烷 CH 的 一 

人 个 同 分 异 构 体 是 三 个 碳 原子 

分 别 连 着 第 四 个 碳 原 子 。 把 

图 5.10 一 个 碳 原 子 标号 ， 有 两 其 中 

种 不 同 的 方法 ( 见 图 5.10a); 把 其 中 一 个 碳 原 子 价 键 标号 ， 
只 有 一 种 方法 ( 见 图 5.10b)、 

让 我 们 又 采用 树 图 的 观点 考虑 ， 了 是 一 株 N 点 树 ， 把 了 
的 点 标 上 1、2、…、N。 有 些 {1、2、…、AN; 的 置换 并 不 
保持 点 的 邻接 关系 ， 有 些 却 仍 然 保 持 点 的 邻接 关系 ， 后 者 叫做 
工 的 目 同 构 。 一 个 工 的 自 同 构 c 是 个 {1、2、…、N} 的 置 
换 ， 如 果 点 v 和 v, 有 边 相 连 ， 则 点 c(o) 和 o(v,) 也 有 边 相 连 ， 
反之 亦 然 。 直 觉 上 的 意思 ，o 只 调换 那些 邻接 性 质 相 同 的 点 ， 
例如 在 下 面 的 树 里 ( 见 图 $.11) ， 两 边 的 六 个 点 可 以 互相 调 
换 ， 中 间 两 个 点 也 可 以 互相 调换 ， 但 两 边 的 六 个 点 却 不 能 跟 中 
闻 的 两 个 点 调换 。 了 的 全 部 自 同 构 组 成 一 个 群 ， 叫 做 了 的 
群 ， 记 作 G(D。 对 G(T) 中 元 ec 和 了 中 点 bw 规定 
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o*v 二 o(v)， 这 定义 了 群 C( 在 树 人 上 的 一 个 作用 ， 它 的 轨 
代表 了 一 个 其 中 一 点 给 标 了 号 的 树 。 设 p 是 罗 的 个 数 ， 它 驶 是 
把 工 的 一 个 点 标号 后 得 来 的 有 根 树 的 个 数 。G(7T) 也 作用 在 了 
的 边 集 上 ， 如 果 EE 是 相 过 v 和 ww, 的 边 ，oc*E 就 是 相连 
o(v1) 和 o(v,) 的 边 。 这 个 作用 下 的 轨 代 表 了 一 个 其 中 一 条 边 


a a mp ~ 


图 S$.11 


给 标 了 号 的 树 。 设 g 是 轨 
的 个 数 ， 它 就 是 把 工 的 
一 条 边 标 号 后 得 来 的 树 的 
个 数 。p 和 gq 有 没有 关系 
呢 》 看 看 下 面 的 例子 ( 见 
图 $.12a) ， 辐 一 个 轨 的 
点 以 同一 个 数字 表示 ， 写 
在 代表 点 的 贺 团 里 ; 同一 
个 轨 的 边 也 以 同一 个 数字 


表示 ， 号 在 边 上 面 。 存 这 个 例子 里 ，p=2 和 g=2。 再 看 另 一 
个 例子 ( 见 图 5.12b)，p=6 和 gq=5。 前 一 个 例子 有 个 特点 ， 
吏 是 树 里 有 条 “对 称 边 "”， 意 思 是 说 这 条 边 在 某 个 c 的 作用 下 
不 变更 ， 当 然 ， 它 连 着 两 个 落 在 同一 个 轨 的 点 。 说 它 是 “对 称 
过”， 是 因为 它 的 两 个 端点 必定 各 自 连 着 结构 相同 的 树 。 仅 一 


图 5.12 
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点 图 论 的 读者 ， 便 知道 一 株 树 只 有 一 个 或 者 两 个 互相 邻接 的 中 
心 点 ， 所 谓 中 心 点 ， 就 是 指 从 那 一 点 到 别 的 点 的 最 远 距 离 ( 虑 
离 的 计算 是 用 点 到 点 的 段落 个 数 ) 是 最 小 ， 下 面 的 树 (图 
5.13) 的 中 心 点 涂 了 墨色， 每 点 劳 边 写 上 从 那 点 到 别 的 点 的 最 
远 距 离 。 如 果树 只 有 一 个 中 心 点 ， 它 没有 对 称 边 ; 如 果树 有 两 
个 邻接 的 中 心 点 但 它 
们 不 沙 在 同一 个 罗 ， 
它 也 没有 对 称 边 ; 只 
有 当 树 有 两 个 邻接 的 
中 心 点 而 县 它们 落 在 
同一 个 罗 ， 它 才 有 对 
称 边 。 因此， 一 株 树 
或 者 没有 对 称 边 或 者 
只 有 一 条 对 称 边 。 在 
前 一 种 情况 、 可 以 从 

图 5.13 树 的 每 个 轨 找 一 个 
点， 这 些 点 有 边 连 着 ， 组 成 一 株 树 ， 数 数 点 和 边 的 个 数 可 知 
Pp 二 9+1 (〈( 克 图 $.14a) 。 在 后 一 种 情况 ， 两 个 中 心 点 各 连 着 一 
株 相同 结构 的 树 ( 见 图 $.14b)， 每 株 树 有 p 个 轨 的 点 和 
(g 一 1) 个 轨 的 边 ， 由 于 p= (g--1)+1， 便 知道 p= gq， 

于 是 ，p-d+s=1，3 是 对 称 边 的 个 数 ， 且 只 能 是 1 或 0，。 
现在 ， 走 遍 每 个 点 次 数 不 大 于 4 的 N 点 树 ， 有 py 9q+》 
二 》 1 二 Cy，Cw 就 是 这 种 N 点 树 的 个 数 ， 也 就 是 烷烃 
CyH2n+2 的 则 分 异 构 体 的 个 数 。 右 边 就 是 Py-Qwt》 ss， 已 和 
Qn 在 本 市 刚 开 首 时 已 经 提 过 了 。 要 计算 》s 并 不 难 ， 它 是 有 
一 条 对 称 边 而 且 每 点 次 数 不 大 于 4 的 N 点 树 的 个 数 。 如果 一 
株 树 有 对 称 边 ， 这 条 边 连 着 两 株 相 同 结 构 的 树 ， 所 以 这 种 树 的 
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图 5.14 

点 数 N 必定 是 偶数 ,而 且 这 种 树 的 个 数 是 AN ;这儿 的 4,, 是 
上 一 节 出 现 过 的 母 函 数 4(x) 里 x 的 系数 。 因 此 ， 当 N 是 奇 
数 时 ， Py-Qn= Cn; 当 N 是 侦 数 时 ，Pw-QwtAn/s 一 Cyn。 丐 
C(x)= CjxtCx 十 …， 便 得 到 C(x)= P(x)-O(x)+A(x”)-1。 我 
们 在 本 节 刚 开 首 时 已 经 计算 了 P(x) 和 0O(x), 它 们 都 能 通过 4(x) 
表达 。 如 果 知 道 了 4(xj， 便 可 以 计算 C(x)， 也 就 知道 CC 
C,、… 的 数值 了 ,下 面 是 入 从 1 到 20 的 C 的 数值 : 


N Cw N CN 
1 ] 11 1 59 
2 1 12 355 
3 | [3 802 
4 2 14 1858 
5 3 15 4347 
6 4 ]6 10359 
7 9 17 24894 
8 18 18 . 60523 
9 33 19 148284 
10 75 20 366319 


Cw 也 就 是 烷烃 CH 的 间 分 异 构 体 个 数 ， 例 如 甲烷 、 乙 煤 
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和 丙烷 各 只 有 一 个 ， 但 丁 烷 有 两 个 ， 成 烷 有 三 个 等 等 。 波 利 亚 
也 计算 了 当 N 无 限 增 大 时 Cw 的 渐 近 公式 ， 是 Cw~ 
CA C 是 常数 ， 

上 面 的 计算 只 考虑 结构 同 分 异 构 体 ， 关 心 的 只 是 原子 之 间 的 
键 合 ， 并 没有 顾及 它们 在 空间 的 位 置 。 原 子 在 空间 的 位 置 对 化 合 
物 的 化 学 性 质 是 会 产生 影响 的 ， 这 个 称 作 立 体 同 分 异 构 的 现象 ， 
是 法 国 科 学 家 巴 斯 德 (L.PASTEUR) 在 1848 年 发 现 的 ， 范 霍 夫 
在 1874 年 开局 了 立体 化 学 的 研究 。 立 体 同 分 异 构 体 的 计数 问 
题 ， 基 本 上 是 采用 同样 的 方法 ， 差 别 只 在 于 考虑 不 同 的 群 ， 瑞 德 
在 这 方面 做 了 不 少 计算 ， 这 儿 就 不 介绍 了 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参 
阅 刚 才 提 过 的 文章 ， 或 者 自己 试 一 试 。 例 如 烷烃 CNH 的 立体 
同 分 异 构 体 个 数 Dy 如 下 所 示 ，N 从 1 到 20: 


N DN N Dan 
l 1 1 345 
2 1 12 900 
3 1 13 2412 
4 2 14 6563 
4 3 15 18127 
6 3 16 50699 
7 11 17 143255 
8 24 - 18 408429 
9 : 55 . 19 1173770 
10 136 20 3396844 


这 段 故 事 ， 是 数学 和 化 学 的 一 个 多 优美 的 结合 呀 ! 
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附录 : 群 的 故事 


群 是 近世 抽象 代数 里 的 一 个 重要 概念 ， 而 且 渗 透 至 众多 数 
学 部 门 ， 已 经 成 为 一 个 贯穿 整个 数学 学 科 的 主要 思想 。 这 个 看 
似 朴 实 简单 却 又 优美 深刻 的 概念 十 分 年 青 ， 只 是 在 一 个 半 世 纪 
及 才 被 引进 数学 ， 到 了 本 世纪 初叶 ， 才 以 今天 在 每 一 本 抽象 代 
数 课本 开头 的 叙述 形式 展示 它 的 面目 。 但 它 的 一 个 重要 源头 ， 
却 是 有 数 千 年 历史 的 古典 代数 问题 一 一 怎样 解 代 数 整 式 方 程 ? 

相信 读者 在 初中 时 已 经 跟 方 程 打交道 ， 在 这 儿 我 们 只 关心 
一 死 NW 次 方程 。 远 在 几 干 年 前 的 古代 东方 或 西方 的 数学 文献 
都 记载 了 相当 于 解 一 元 一 次 或 者 一 元 二 次 方程 的 办 法 。 为 了 不 
叫 篇 幅 过 长 ， 让 我 飞越 这 几 千 年 ， 把 故事 从 公元 7 世纪 开始 . 
穆罕默德 (MOHAMMED) 在 公元 7 世纪 初创 立 伊斯兰 教 ， 
还 建立 了 神权 国家 ， 在 短 短 10 年 间 统 一 了 阿拉 伯 半 岛 诸 部 ， 
他 的 继任 人 在 不 到 半 个 世纪 内 征服 了 从 印度 至 西班牙 ， 包 括 南 
意大利 和 北非 的 大 片 土地 ， 建 立 了 一 个 横 跨 欧 、 亚 、 非 三 洲 的 
帝国 。 在 当时 的 世界 ， 只 有 唐 朝 的 中 国 堪 与 比拟 ， 中 国史 书 称 
它 谓 “ 大 食 国 "， 也 称 “ 天 方 ”。 虽 然 阿拉 伯 人 在 征战 初期 充满 宗 
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教 狂 热 ， 铁 骑 所 至 大 肆 破 坏 掠 和 村， 但 等 到 征战 完成 他 们 又 很 快 
定居 和 下来， 创造 他 们 的 文明 文化 ， 也 很 快 关心 起 艺术 和 科学 
来 。 并 且 他 们 对 别 的 种 族 和 教派 采取 宽容 政策 ， 广 泛 网 罗 人 
才 ， 注 释 古 希腊 和 十 印度 的 文献 ， 吸收 外 来 文化 之 长 并 把 它 发 
扬 光 大 ， 传 播 到 四 方 。750 年 阿拉 人 帝国 分 为 东西 两 个 王国 ， 
东部 定 都 巴格达 (在 今 伊 拉克 境内 )， 西 部 定 都 哥 多 瓦 (在 今 
西 班 攻 境内 ) 。 东 部 王国 的 阿 拔 斯 (ABBASID) 王朝 乃 极 盛 
时 代 ， 巴 格 达成 为 当时 地界 的 著名 商业 城市 和 文化 都 会 。1258 
年 成 言 思 汗 的 孙子 从 烈 匹 率领 蒙古 铁骑 攻陷 巴格达 ， 把 东部 阿 
拉 介 王国 摧毁 ， 建 立 伊 儿 汗 国 。 西 部 阿拉 伯 王 国 到 了 1492 年 
也 被 西班牙 人 征服 ， 于 是 阿拉 伯 帝 国 退 出 世界 舞台 。 但 伊斯兰 
文化 却 没 有 消失 ， 上 古代 东西 方 文化 经 由 它 的 保存 发 展 才 得 以 在 
12 志 纪 后 渐 新 传人 当时 文化 极度 衰落 的 西欧 ， 导 致 其 后 西欧 
的 “文艺 复兴 ”。 历 史 往 往 充 满 矛 盾 和 讽刺 ， 阿 拉 伯 帝国 崛起 ， 
摧毁 了 当时 古代 世界 的 文化 ， 但 后 来 它 却 成 为 古代 文化 的 守护 
神 ， 为 延续 世界 文化 立 下 不 朽 的 功勋 ! 

阿 拔 斯 王 绷 第 五 代 统治 者 阿尔 马 蒙 (AL-MAMUN) 极 
力 提 倡 文 化 科学 ， 在 巴格达 建立 了 一 所 科学 院 ， 称 为 “智慧 之 
用 "”。 在 那儿 当中 工作 的 一 位 学 者 ， 名 叫 阿 尔 花 喇 子 米 
(AL-KHOWARIZMI)， 他 在 830 年 左右 写 了 一 本 专 讨 论 解 
一 次 或 二 次 方程 的 书 ， 书 名 是 HISAB AL-JABR WAL 
MUQUBALAH， 前 一 个 字 “AL-JABR” 原 意 是 复原 ， 后 一 个 
子 “MUQUBALAH” 原意 是 对 消 。 前 者 大 概 是 指 方程 中 一 边 
除去 一 项 必须 在 男 一 边 加 上 那 项 来 恢复 平衡 ， 后 者 大 概 是 指 方 
程 中 两 边 相 同 的 项 给 消除 或 者 一 边 的 相同 项 给 合并 。 但 后 来 第 
二 个 字 浙 被 人 遗忘 ， 第 一 个 字 译 作 拉 丁 文 后 轧 转 变 为 英文 的 
ALGEBRA、 就 是 今天 我 们 熟悉 的 “代数 ”的 英文 词 了 。 阿 尔 
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花 喇 子 米 把 方程 分 为 六 类 ， 逐 类 讨论 它 的 解法 。 让 我 们 看 一 个 
例子 :“ 平 方 与 10 个 根 等 于 39, ”他 叙述 的 方法 是 取 10 的 一 
半 ， 即 是 $S， 自 乘 得 25， 把 这 个 数 加 上 39 得 64， 开 方 得 8， 
从 这 个 数 减 去 10 的 一 半 ， 即 是 从 8 减 去 $S， 余 3， 这 就 是 一 个 
答案 ， 当 时 的 人 只 理会 正 数 解 。 用 今天 的 写法 ， 就 是 解 方程 
x+bx 一 c， 他 的 叙述 相当 于 提出 公式 
x=N(b/2)+e—(b/2). 

接着 ， 他 用 几何 图 形 解 释 这 个 方法 ， 中 心思 想 就 是 大 家 在 中 学 
数学 熟悉 的 “配方 法 ” ( 抑 图 6.1) 


bp 


Rm NSN bj 
CAN 


图 6.1 

“方程 "这 个 中 文 词 ， 最 先 见 诸 我 国 古 代数 学 名 著 《 九 章 算 
术 》。 上 古代 中 国 的 方程 ， 专 指 线性 方程 组 ， 与 今天 用 诺 意 义 有 
别 。 今 天 用 的 “方程 >， 是 借用 来 译 英文 的 EQUATION (拉丁 
文 是 AEQUATIO， 是 相等 的 意思 )， 在 清 初 本 来 译作 “相等 
式 ”"， 直 到 1859 年 李 善 兰 和 英国 人 伟 烈 亚 力 (A.WYLIE) 合 
译 棣 摩 甘 (A.DEMORGAN) 的 《代数 学 》 时 把 它 译作 * 方 
程 "。1873 年 华 茶 芳和 英国 人 健 兰 雅 (J.FRYER) 合 译 华里 
可 (WALLACE) 的 《代数 术 》 时 把 它 译作 “方程 式 ”， 仍 然 
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将 “方程 "一 词 留 作 专 指 线性 方程 组 之 用 。 终 于 到 了 20 世纪 30 
年 代 之 后 , 方程 "一 词 才 普 遍 被 用 来 泛 指 方程 而 不 仅 是 线性 方 
程 组 。 李 善 兰 译 的 《代数 学 》 是 第 一 本 西方 近代 代数 学 的 中 文 
译本 , “代数” 这 个 名 词 由 此 而 来 。 后 来 华 某 芳 译 《代数 术 》 对 
这 个 名 词 作 了 这 样 的 解释 : “代数 之 法 ， 无 论 何 数 ， 短 可 以 任何 
记号 代 之 , ”读者 在 中 学 读 到 的 代数 ， 很 符合 这 个 说 法 吧 1 

1723 年 清 帝 爱 新 觉 罗 玄 烨 ( 康 铅 帝 ) 大 力 支 持 出 版 了 一 
部 三 十 五 着 的 数学 百科 人 全书， 名 叫 《数理 精 玖 》， 把 当时 已 传 
和 或 新 传人 的 西洋 数学 编排 整理 ， 也 对 中 国 古 代数 学 (就 当时 
仍 有 传 本 的 古代 数学 而 言 ) 进行 了 比较 研究 。 下 编 卷 31 至 36 
叫做 “ 借 根 方 比例 ”， 就 是 当时 传人 中 国 的 西洋 代数 了 。《 数 理 
精 芳 》 的 主要 负责 编 算 者 梅 谢 成 后 来 写 了 一 篇 文章 说 : “供奉 内 
廷 蒙 圣 祖 仁 皇帝 授 以 借 根 方法 ， 且 诊 日 西洋 人 名 此 书 为 阿尔 热 
八 达 ， 译 言 东 来 法 也 。 敬 受 而 读 之 ， 其 法 神 妙 ， 诚 算法 之 指 
南 。 而 宕 疑 无 元 一 之 术 颇 与 相似 ， 复 取 《 授 时 历 草 》 观 之 ， 用 
痪 如 冰释 ， 殉 名 蜡 而 实 同 ， 非 徒 日 似 之 已 也 . ”原来 中 国 数学 在 
传统 基础 上 发 展 新 的 代数 方法 ， 在 宋 元 之 际 (12 至 13 世纪 ) 
达到 高 峰 。 在 古代 中 国 解 方程 叫做 开 方 术 ， 因 为 所 有 解法 都 跟 
《 九 章 算 术 》 里 开平 方 根 、 开 立方 根 等 方法 一 脉 相 承 。 北 宋 时 
贰 宪 创 立 增 乘 开 方 法 ， 为 此 引 人 “ 开 方 作法 本 原 图 ”"， 即 是 六 百 
多 年 后 在 西方 出 现 的 巴 斯 加 三 角 (PASCAL TRIANGLE). 
南宋 时 秦 九 韶 把 这 种 方法 推广 为 一 般 高 次 方程 的 数值 计算 方 
法 ， 相 当 于 七 百年 后 在 西方 出 现 的 鲁 非 尼 一 霍 纳 法 
(RUFFINI-HORNER METHOD) ， 素 九 韶 著 的 《 数 书 九 
章 》 里 曾 出 现 解 10 次 方程 的 例子 。 运 用 方程 解决 实际 问题 分 
成 两 个 步骤 ， 首 先是 根据 题 意 列 出 一 个 包括 未 知 数 和 它 的 乘 方 
的 方程 ， 其 次 才 是 找 出 方程 的 解 。 未 有 普遍 方法 和 好 的 记号 之 
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前 ， 第 一 步 并 不 是 轻而易举 的 ， 今 天 只 要 您 了 初中 数学 的 人 便 
知道 做 这 一 步 ， 其 实 我 们 得 感激 前 人 的 努力 ! 中 国 宁 元 数学 家 
创立 天 元 术 ， 就 是 以 代数 方法 列 出 方程 。 很 可 惜 ， 中 国 古 代数 
学 家 的 光辉 成 就 至 宋 元 以 后 很 长 一 段 时 间 没 有 受到 重视 ， 中 国 
数学 逐步 鹤 落 ， 很 多 数学 书籍 失传 ， 数 学 不 只 没有 进一步 发 
展 ， 就 过 已 经 有 的 成 就 语 被 遗忘 。 到 了 明 清 ， 其 至 很 少 有 人 知 
道 什么 叫做 增 乘 开 方 法 或 者 天 元 术 了 ! 梅 席 成 因为 编 算 《 数 理 
精 蕴 》 才 把 这 些 宝贵 数学 文化 遗产 发 抉 出 来 ， 所 以 有 上 面 的 一 
一 话 。 中 国 数 学 自 宋 元 后 衰落 ， 导 致 的 因素 是 多 方面 的 ， 但 一 
个 不 容 否 认 的 消极 因素 是 当时 的 政治 和 社会 。 明 朝 (1368 一 
1644) 是 中 国 历 史上 的 一 个 政治 黑暗 时 代 ， 明 代 君 主 从 明太 祖 
朱元璋 起 便 大 搞 独 裁 专制 ， 设 置 秘密 警察 机 关 监 视 臣 民 言 行 ， 
义 任 由 宦官 专权 ， 以 诏 狱 、 廷 杖 、 文 字 狱 躁 蹦 人 权 ， 更 以 八股 
文 开 科 取 士 ， 不 著 形 迹地 禁 铀 独立 思考 ， 造 成 文化 淤 寨 。 宁 元 
的 光辉 数学 传统 经 历 明 朝 后 荡然 无 存 ， 实 在 不 足 为 怪 。 反 观 间 
时 代 的 西欧 ， 正 值 “ 文 艺 复兴 期 ”>， 在 领土 、 思 想 、 学 术 等 各 方 
面 都 不 断 扩 展 ， 人 的 思想 开放 ， 视 墅 辽阔， 与 当时 的 明 朝 中 国 
成 一 强烈 的 对 比 。 当 时 的 意大利 是 个 文化 中 心 ， 我 们 的 故事 便 
从 那儿 继续 下 去 。 
意大利 的 波 伦 那 大 学 成 立 于 1088 年 ， 是 西方 最 古老 的 大 
学 ， 在 1500 年 左右 大 学 里 有 位 数学 教授 达 费 罗 (SCIPIONE 
DEL FERRO) 解 了 *+ax=ec 这 类 三 次 方程 ， 但 他 没有 发 表 
他 的 解法 ， 只 把 它 透 露 给 学 生 菲 俄 (FIOR) 和 女 媚 纳 发 
(ANNIBALE DELLA NAVE)。 当 时 的 风气 盛行 如 此 ， 人 们 
常常 把 自己 的 学 术 发 现 保 密 ， 以 便 向 对 手 挑 战 ， 要 求 他 们 解 同 
样 的 难题 ， 姑 此 拿 取 奖金 或 者 大 学 的 聘书 ! 过 了 30 年 后 ， 另 
一 位 意大利 数学 家 丰 坦 那 (NICCOLO FONTANA) 宣称 他 
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懂得 如 何 解 三 次 方程 ， 菲 俄 听 到 了 不 服气 ， 大 冢 约 好 在 1535 
年 2 月 22 日 在 米兰 大 教 笔 举行 竞赛 ， 一 分 高 下 。 丰 坦 那 别 号 
塔 塔 利 亚 (TARTAGLIA)， 意 思 是 “口吃 的 人 ”。 他 年 幼 时 正 
值 意 法 交战 ， 法 军 攻陷 了 他 的 家 乡 后 大 肆 杀 玖 ， 他 的 父亲 带 着 
他 藏 喘 寺院 中 亦 难 幸免 ， 父 亲 被 杀 ， 他 自己 头 部 和 上 下 显 受 重 
伤 ， 法 军 还 以 为 他 已 死 掉 。 后 来 他 的 母亲 找 着 他 ， 兵 幕 马 乱 中 
无 处 就 医 ， 苹 亲 只 能 效法 狗 负伤 时 酉 伤口 的 做 法 ， 况 然 奇迹 般 
地 把 他 救 笑 过 来 ， 但 他 因 受 伤 过 重 ， 愈 后 变 成 了 口吃 。 塔 塔 利 
亚 出 号 贫困 ， 身 体 又 有 缺陷 ， 但 他 意志 坚强 ， 勤 奋 好 学 。 学 校 
目 是 没 法 上 上， 就 连 纸 笔 也 买 不 起 ， 母 亲 在 坟 场 的 幕 碑 上 教 他 认 
字 计 算 ， 终于 成 为 16 世纪 的 出 色 数 学 家 。 他 约 好 菲 俄 作 赛 ， 
才 知 悉 菲 俄 身 怀 “ 家 传 秘 方 *， 不 禁 着 急 起 来 ， 因 为 他 知道 自己 
的 解法 是 尚未 至 完善 的 。 为 此 他 常 彻夜 不 眠 ， 苦 思 更 完善 的 解 
法 。 据 说 在 2 月 12 日 晚上 ， 他 的 思路 襄 然 开朗 ， 想 着 了 解 三 
次 方程 的 良 方 ， 在 竞赛 中 轻易 击败 了 对 手 。 当 时 ， 还 有 另 一 位 
意大利 数学 家 卡尔 丹 (G.CARDANO) 也 对 这 个 问题 感 兴 
趣 。 卡 尔 丹 是 数学 史上 一 位 最 富 传 奇 色 采 的 人 物 ， 是 个 数学 
家 、 医 生 、 占 星 术 士 、 风 徒 、 骗 子 和 流氓 ! 卡尔 丹 以 介绍 塔 塔 
利 亚 冕 见 某 王 公 贵 族 为 饵 ， 把 塔 塔 利 亚 接 回 家 里 好 好 招待 ， 再 
三 乞求 搭 培 利 亚 把 三 次 方程 的 解法 传授 予 他 。 卡 尔 丹 还 立 下 誓 
言 ， 决 不 泄密 。 也 许 塔 塔 利 亚 为 卡尔 丹 的 “至 诚 ?感动 ， 果 然 把 
解 三 次 方程 的 方法 传授 给 他 。 结 果 ， 卡 尔 丹 在 1545 年 出 版 了 
他 的 名 著 《 大 术 》(ARS MAGNA)， 里 面 竟 详 详 细 细 地 出 
现 了 三 次 方程 的 解法 ! 这 种 背 信 弃 义 的 行为 自然 激 起 塔 塔 利 亚 
的 愤怒 ， 便 向 卡尔 丹 挑 战 ， 但 卡尔 丹 只 派 学 生 斐 拉 里 
(FERRARI) 应 战 ， 双 方 在 齐 驾 中 不 了 了 之 。 卡 尔 丹 也 有 自 
己 的 辩 白 ， 他 说 他 从 纳 发 那儿 得 悉 塔 塔 利 亚 的 方法 跟 达 费 罗 的 
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方法 一 般 ， 所 以 塔 搭 利 亚 并 不 算是 第 一 个 发 现 痢 ， 既 然 不 是 ， 
把 他 的 方法 公开 也 就 算 不 
上 背 信 了 了。 在 《大 术 》 的 
第 十 一 章 他 这 么 说 : “大约 
30 年 前 ， 波 伦 那 的 达 费 
罗 发 现 这 个 法 则 ， 并 传授 
也 威尼斯 的 非 俄 ， 非 俄 曾 
与 布 里 西亚 的 塔 塔 利 亚 竞 
赛 ， 后 者 也 发 现 了 这 个 方 
法 。 塔 塔 利 亚 在 我 的 县 求 
下 把 方法 告诉 我 ， 但 没有 
图 6.2 给 出 证 明 。 在 这 个 基础 上 

我 找 春 了 几 种 证 法 ， 它 是 非常 困难 的 .? 昌 然 卡尔 丹 未 必 是 个 正 
直 的 人 ， 但 在 这 一 桩 事 上 他 的 做 法 却 未 可 厚 非 。 把 数学 知识 保 
密 ， 当 作 私 人 资本 去 谋 名 利 是 不 对 的 ， 卡 尔 丹 把 它 公 开 ， 但 对 
但 措 利 亚 和 达 费 罗 的 功劳 给 予 如 实 的 承认 ， 是 正确 的 做 法 。 

让 我 们 看 看 卡尔 丹 一 一 塔 塔 利 亚 公 式 ， 以 +mx=n 为 
例 ， 它 的 一 个 根 是 : 

X= Vn/2) +(m/3) + (n / 2) 

卡尔 丹 用 几何 图 形 解 释 ， 可 以 说 是 “ 配 立 方法 ” ( 见 
图 6.2) 。 以 4 为 边 的 立方 体 等 于 从 以 4C 为 边 的 立方 体 减 
探 以 BC 为 边 的 立方 体 再 减 掉 三 个 以 4 有 、4C、BC 为 边 的 
长 方 体 ， 也 就 是 说 

Wt — Yu) =t ou 3 一 MT 
1! 和 ww 分 别 是 大 小 立方 体 的 体积 。 化 简 后 得 
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G -Mu) +GVVu Nt 一 Ma = 一 局 

若 设 1 一 w= 二 n 和 tw = (m3) 并 比较 原来 的 三 次 方程 ， 
便 知 道 x = ar 一 Vu 是 一 个 根 了 。 但 从 上 面 两 个 式 可 以 得 
到 一 个 二 次 方程 ， 它 的 解 就 是 1 = N(n/2)2 二 (mA3); 十 
(ZL2) 和 zz=VOv22+(0n3) 一 (n/2) ， 由 此 得 卡尔 
和 丹 一 一 塔 培 利 亚 人 公式。 为 了 下 面 氢 述 需要 ， 让 我 们 再 介绍 一 
个 大 同 小 异 的 解法 ， 是 1591 年 法 国 数学 家 韦 达 (F.VIETA) 
提出 的 。 解 x 十 mx = 二 n， 设 x=T 了 一 U， 所 以 
(T— Ui+m(T—U)=n, 
即 是 73 一 53+( 一 37D)T 一 门 =7。 
骨 讽 m 二 3TU， 便 得 7T3 一 0737)3 一 关 =0， 即 是 

TS—nT—(m/3)=0 
叫做 原 方 程 的 预 解 方程 ， 虽然 这 个 预 解 方程 是 个 六 次 方程， 
实质 上 它 是 T? 的 二 次 方程 ， 有 根 
T?=(n/2D)+tNn /2 +m/ 3). 

如 果 取 工 为 NV(n /2)? 十 (m/3); 十 (n/2) 的 一 个 立方 根 便 
从 预 解 方程 得 悉 U=m/3T 是 Nn/2i m7/3) 
一 (n /2) 的 一 个 立方 根 ， 由 此 即 得 到 卡尔 丹 一 一 塔 塔 利 亚 
公式 .到 了 1732 年 瑞士 数学 大 师 欧 拉 (L.EULER) 指出 三 
次 方程 应 该 有 三 个 根 ， 还 把 它们 写 了 出 来 。 仍 然 叫 

t=N(n/2)2+(m/3) +(n/2) 
和 w=N(n/2)?+(m/3) —n/2), 
它们 的 立方 根 分 别 是 T、wT、w?T 和 U、wU、w2U， 这 儿 
的 w 是 本 原单 位 立方 根 ， 即 是 (一 1 十 ~ 一 3)/ 2。 要 写 下 三 
次 方程 的 三 个 根 ， 必 须 从 每 组 选 一 个 ， 使 两 者 的 乘积 
是 天 /3， 共 有 三 对 ， 即 是 
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Xi1=T—U, x2 = T—wU, X3 一 07 一 OU。 

了 于是， 不 论 是 一 次 、 二 次 或 三 次 方程 的 根 ， 都 可 以 通过 
四 则 运算 和 开 方 根 运 算 与 成 方程 系数 (及 某 些 常数 ) 的 关系 
式 ， 我 们 说 这 些 方程 是 可 以 根 式 求解 的 ， 以 下 简称 可 解 。 读 
者 必须 在 这 里 清楚 区 分 可 解 和 有 解 这 两 个 概念 ， 有 解 不 等 于 
可 解 ,事实 上 所 有 方程 都 有 (复数 ) 解 ,这 个 结果 被 称 作 “ 代 
数 基 本 和 定理 ”， 这 可 不 是 我 们 目前 关心 的 事情 。 斐 拉 里 在 16 
世纪 找到 四 次 方程 的 解 式 ,收入 在 卡尔 丹 的 《大 术 》 里 。 于 是 
数学 家 便 癌 五 次 方程 进军 ， 寻 求 它 的 解 式 ， 但 经 过 多 人 多 方 
努力 ， 二 百 多 年 后 还 是 徒劳 无 功 。 这 方面 的 突破 来 自 法 国 数 
学 家 拉 格 明日 在 1770 年 的 论文 ， 他 采取 了 一 个 全 新 的 观点 和 
途径 ， 先 考察 前 人 解 二 次 、 三 次 、 四 次 方程 的 办 法 ， 找 出 成 
功 的 关键 ， 试 图 利用 这 个 共通 点 求 高 次 方程 的 解 。 让 我 们 继 
续 以 x; 十 mx = 为 例 ， 它 的 三 个 解 是 x1=T 一 U、x， 
= wT 一 wU、x3 = 二 wT 一 w?U。 拉 格 朗 日 正确 地 意识 到 预 解 
方程 75 一 nT3 一 (m /3); = 0 的 重要 ， 注 意 这 个 方程 的 六 个 
根 正好 是 T、wT、w?T、 一 UU、 一 wU、 一 w2U， 所 
以 x1、x2、xXx3 可 以 写成 预 解 方程 的 根 的 关系 式 。 拉 格 朗 日 独 
有 具 慧 眼 ， 看 到 更 重要 的 一 点 ， 是 如 何 把 预 解 方程 的 六 个 根 写 
成 x!1、x2、x3 的 关系 式 。 他 发 现 那 是 办 得 到 的 ， 首 先 7 
= 一 (xi1 十 OxX2 十 O2x3)/3( 因 为 o2+w+1=0) ， 而 且 只 要 
把 三 个 根 x1、xz、xi 作 适 当 置 换 ， 便 能 从 上 式 得 到 另 一 个 
根 。 走 遍 全 部 六 个 置换 ， 便 得 到 全 部 六 个 根 ， 比 方 


从 (*! 了 了 ) 得 到 (xi 十 OOx35 十 O2x2)/3= 一 局， 


A (™! x *? ) 得 到 (Xx2 十 WXx3 十 ww?X1)/3=w?T， 等 
XX2 X33 XI 
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等 。 拉 格 朗 日 也 指出 应 考虑 全 部 置换 对 某 些 式 的 作用 ， 例 
如 (xi 十 x2 十 ?X33 27 经 过 六 个 置换 只 变 为 两 个 不 同 的 
值 ， 即 是 73 和 一 U3， 这 解释 了 为 什么 虽然 预 解 方 程 是 个 六 
次 方程 ， 它 其 实 是 73 的 二 次 方程 ， 三 次 方程 可 解 的 道理 便 是 
在 此 。 他 用 同样 想法 考虑 四 次 方程 ， 四 个 根 共 有 24 个 置换 ， 
预 解 方程 虽然 是 一 个 24 次 方程 ， 却 其 实 可 以 看 作 是 一 个 六 次 
方程 ， 而 且 还 可 以 进一步 化 为 两 个 三 次 方程 ， 所 以 可 解 。 但 
当 他 把 这 个 想法 施 诸 于 五 次 方程 上 ， 碰 到 预 解 方程 是 一 个 120 
次 方程 ， 其 实 可 以 看 作 是 一 个 24 次 方程 ， 却 不 懂得 怎样 做 下 
去 了 ， 由 此 他 人 怀疑 五 次 或 更 高 次 的 方程 不 一 定 可 解 。1813 年 
意大利 数学 家 鲁 非 尼 (P.RUFFINT) 发 表 了 一 个 一 般 五 次 方 
程 不 可 解 的 证 明 ， 但 证 明 并 不 完整 ， 到 了 1824 年 挪威 数学 家 
阿 贝 尔 (N.H.ABEL) 给 了 一 个 完整 的 证 明 。 我 们 说 一 般 五 次 
方程 不 可 解 ， 并 不 是 说 全 部 五 次 方程 不 可 解 ， 例 如 可 以 证 
明 2x5 一 5x4 十 $5 二 0 不可解， 但 x5 一 1=0 却 是 可 解 的 。 最 
终 的 答案 由 法 国 数学 家 伽 罗 华 (E.GALOIS) 在 1831 年 提 
出 ， 理 论 上 他 总 能 决定 一 个 给 定 的 方程 是 否 可 解 。 

阿 册 尔 和 佩 罗 华 都 是 卓越 的 数学 家 ， 他 们 的 贡献 使 他 们 
和 留 育 史 ， 但 他 们 在 生 时 命 途 多 蹇 ， 际 遇 困 苦 ， 叫 人 叹息 不 
已 。 阿 贝尔 一 生 贫 病 交 迫 ， 还 得 挑 起 家 庭 重担 ， 等 到 后 来 终 
于 受 柏林 大 学 赏识 送 来 数学 教授 席位 聘书 时 ， 他 却 在 信和 到 前 
珊 天 因 肺 结核 病 与 地 长 辞 ， 终 年 只 有 26 岁 。 仙 罗 华 的 一 生 更 
为 放 坷 ， 年 青 时 父亲 受 通 害 自杀 ， 他 自己 两 度 投 考 当 时 最 负 
奈 名 的 巴黎 高 等 工艺 学 院落 第 ， 每 次 把 数学 成 果 送 到 巴黎 科 
学 院 又 遭 冷落 。 适 值 他 生 于 法 国内 政 动荡 时 代 ， 他 以 满腔 热 
情 参加 了 共和 派 的 政治 活动 ， 两 度 因 而 被 捕 下狱 ， 最 后 还 . 
在 1832 年 5 月 30 日 的 一 次 决斗 中 被 枪杀 ， 死 时 还 不 到 21 
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岁 。 

人 匣 罗 华 的 工作 的 中 心思 想 ， 是 证 明 对 每 一 个 N 次 方程 有 
一 组 它 的 N 个 根 的 置换 满足 某 些 关于 不 变量 的 条 件 。 详 细 一 
点 说 ， 如 果 Fe，p，c，…) 是 根 &、p、c、… 的 多 项 式 ， 孝 
么 F(a,，b;，c，…) 经 那 组 置换 不 变更 值 的 充 要 条 件 
是 F(a，b，c，…) 为 有 理 数 。 方 程 是 否 可 解 ， 便 决定 于 那 一 
组 置换 是 否 具 备 某 种 性 质 。 伽 罗 华 把 这 组 置换 叫 “ 一 群 置 
换 ”， 可 以 说 是 “ 群 ” 这 个 数字 术语 头 一 次 出 现 ， 因 为 这 群 
置换 的 确 构成 一 个 群 ， 今 天 我 们 叫 它 作 那 个 方程 的 其 罗 华 
群 ， 以 纪念 这 位 年 青 数学 奇才 的 功绩 。 举 一 个 例子 ， 方 程 是 
x ”一 1=0, 蕊 的 根 是 xi 三 1、xa = 二 @、X3 二 0?、X4 二 3、 
xs 三 04，w 是 个 五 次 本 原单 位 方 根 。 它 的 置换 群 由 四 个 置换 
组 成 ， 就 是 


4=(™ X22 X33 Xi4 5 ) 
Xl X33 Xs X22 XX4 


X11 X22 X33 X44 Xs 
B= ， 
Xl Xs X4 3 2 


和 Xl] X22 X33 AX4 XS 
c=-( ). 


X11 X44 X22 Xs XX3 
比如 在 TA4、B、C 的 作用 下 ， 

F(x1, xX2, X3, Xa4, Xs)—=xXIXIXINXAXS 
的 值 不 变更 ， 的 确 ，x1x2x3x4xs = 1 是 个 有 理 数 ; 同样 地 ， 
F(x1sX2 XIX4X5)= Xi3Xx4 经 J、A、B、 C 的 作用 也 不 变更 它 
的 值 ， 的 确 xsx4 = 1 也 是 个 有 理 数 ; 但 xi + x， 却 变 更 它 的 
伍 ， 而 的 确 xi +xz 并 不 是 个 有 理 数 。 读 者 自然 认得 这 个 群 
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是 Z:， 按 照 伽 罗 华 的 理论 ， 这 个 群 的 性 质 说 明了 方程 xs 一 1: 
=0 是 可 解 的 。2x5 一 Sx4+5=0 的 合 罗 华 群 却 是 整个 五 次 对 
称 群 S;( 详情 没 办 法 在 这 里 解释 了 ) ， 按 照 介 罗 华 的 理论 ， 
这 个 群 的 性 质 说 明了 方程 2xs 一 5x4 十 5= 0 是 不 可 解 的 . 

拉 格 朗 旭 指出 根 的 置换 这 个 想法 ， 导 致 阿 贝 尔 和 贫 罗 华 
的 工作 ， 重 要 的 倒 不 是 解决 了 高 次 方程 是 否 可 解 这 个 问题 ; 
而 是 由 此 撤 下 群 论 的 种 子 。 虽 然 个 罗 华 用 了 群 的 思想 ， 甚 至 
采用 了 “ 群 ”这 个 词 ， 但 群 的 抽象 定义 却 要 等 到 1854 年 才 由 
英国 数学 家 凯 莱 提出 。 而 且 凯 莱 这 种 思想 ， 在 当时 来 说 是 跑 
得 太 前 了 ， 并 没有 得 到 应 有 的 反应 ， 其 它 数学 家 都 没 理会 。 
过 了 24 年 后 ， 凯 来 在 1878 年 卷土重来 ， 在 一 系列 的 文章 中 讨 
论 群 的 性 质 ， 这 次 数学 家 却 反 应 热烈 ， 群 论 从 此 在 数学 占 一 
重要 席位 。 究 其 原因 ， 倒 也 一 点 不 奇怪 ， 在 那 24 年 间 ， 群 的 

例子 在 别 的 数学 家 的 工作 里 以 各 种 具体 形式 出 现 ， 数 学 家 也 
就 一 天 比 一 天 感觉 到 这 个 思想 的 重要 ， 有 迫切 需要 把 它 作为 
一 个 抽象 的 数学 对 象 处 理 ， 凯 莱 的 论文 正好 针对 这 个 需要 ， 

日 然 受到 重视 了 。 其 实 群 论 的 诞生 和 它 的 发 展 由 好 几 个 源头 
汇流 而 成 ， 刚 刚 叙述 了 的 方程 可 解 的 探讨 只 是 其 中 一 个 但 也 
是 最 主要 的 一 个 源头 吧 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 : 

I, KLEINER, THE EVOLUTION OF GROUP THE- 
ORY: A BRIEF SURVEY, MATHEMATICS MA- 
GAZINE, VOL.59(1986) ,195 ~—215; H.WUSSING, 
“THE GENESIS OF THE ABSTRACT GROUP 
CONCEPT”，M.ILT.PRESS，1984 ( 原 德 文本 ，1969) ， 

(过 个 附录 是 根据 下 文部 分 写成 : 萧 文 强 ， 从 方程 到 群 的 故 
事 ,《 拌 撤 ?》， 第 54 期 (1983)，58--68 页 .) 
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编 后记 


1989 年 夏 ， 国 内 一 些 数学 家 和 湖南 教育 出 版 社 的 编辑 同 
志 在 南 开 大 学 和 北京 大 学 只 会 ， 深 深 感 到 “当今 数学 的 面貌 日 
新 月 异 ， 数 学 的 功能 正在 向 其 他 自然 科学 、 工 程 技 术 其 至 社会 
科学 领域 扩展 和 渗透 ， 数 学 本 身 在 强大 的 社会 要 求 和 内 部 动力 
的 推动 下 ， 不 断 追 求 自身 的 发 展 的 完美 *， 希 望 能 组 织 各 方面 
专家 编写 一 批 书 藉 ,“ 在 中 学 数学 的 基础 上 ， 用 现代 观点 向 高 中 
生 、 中 学 教师 、 大 学 生 、 工 程 技 术 人 员 、 自 然 科 学 和 社会 科学 
工作 者 以 及 一 切 数 学 爱好 者 介绍 一 些 数学 思想 ， 使 大 家 真正 地 
认识 数学 ， 了 解数 学 ， 热 爱 数学 ， 走 向 数学 ”， 这 就 是 《 走 癌 
数学 》 从 书 的 起 源 .我 们 商定 这 套 通 俗 读物 的 宗旨 是 “用 浅显 易 
履 的 语言 从 各 个 方面 和 角度 向 读者 展示 一 些 重要 的 数学 思想 ， 
讲述 数学 (尤其 是 现代 数学 ) 的 重要 发 展 ， 介 绍 数 学 新 兴 领 域 、 
数学 的 广泛 应 用 以 及 数学 史上 主要 数学 家 (包括 我 国 数学 家 ) 的 
成 就 .” 

由 于 数学 界 大 力 支 持 、 数 学 “天 元 项 目 " 的 赞助 和 各 方面 的 
热情 协助 ， 一 年 后 ， 第 一 辑 的 书稿 已 经 写成 并 即将 与 读者 见 
面 ， 这 八 本 书 尽管 深浅 不 同 ， 风 格 各 异 ， 但 至 少 有 一 个 共同 之 
处 ， 即 作者 们 均 朝 着 本 从 书 的 宗旨 和 目标 做 了 认真 的 努力 ， 

在 这 批 书 中 ， 作 者 们 介绍 了 近年 来 数学 一 些 重要 发 展 和 新 
的 方 旬 (其 中 包括 1990 年 费 尔 兹 奖 获 得 者 V.Jones 在 拓扑 学 
扭 结 理论 方面 的 杰出 工作 ， 拓 扑 学 家 Kuhn 和 Smale 在 数值 
复杂 性 方面 的 开创 性 工作 ， 实 动力 系统 的 葛 基 性 结果 等 )， 以 
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中 学 数学 为 起 点 介绍 一 些 数学 分 支 和 课题 (如 复 函 数 、 非 欧 几 
何 、 有 限 域 、 凸 性 、 拉 姆 塞 理论 、Polya 计数 技术 等 )， 通 过 
具体 实例 引伸 出 重要 的 数学 思想 和 方法 (如 数论 在 数值 计算 中 
的 应 用 ， 几 何 学 的 近代 观点 ， 群 在 集合 上 的 作用 ， 计 算 的 复杂 
性 概念 等 )， 从 不 同 的 侧面 介绍 了 数学 在 物理 、 化 学 、 经 济 
学 、 信 息 科学 以 及 工农 业 生 产 等 方面 的 广泛 应 用 ， 包 括 华 罗 帆 
教授 多 年 来 在 中 国 普 及 数学 方法 的 宝贵 经 验 ， 在 书 的 正文 或 附 
录 中 ， 作 者 们 介绍 了 中 外 许多 数学 家 的 生平 和 业绩 、 特 别 是 国 
为 外 数学 家 为 华罗庚 教授 所 写 的 纪念 文章 ， 从 不 同 侧面 回忆 了 
他 早年 的 业绩 ， 赞 扬 他 为 新 中 国 培养 人 材 和 热爱 祖国 献身 事业 
的 可 和 贵 精神 ， 这 对 于 我 们 (包括 年 轻 一 代 ) 是 有 很 大 教育 意义 的 . 

尽管 作者 们 做 了 很 大 的 努力 ， 但 我 们 深 知 ， 用 通俗 语言 介 
绍 如 此 丰富 的 数学 思想 和 飞跃 的 发 展 ， 是 一 项 十 分 艰难 的 任 
务 . 在 第 一 批 书 出 版 之 后 ， 我 们 热诚 地 欢迎 广大 读者 的 批评 和 
意见 ， 以 利于 今后 改进 和 提高 . 如 前 所 述 ， 这 批 书 的 写作 风格 
各 异 ， 取 材 的 深度 和 广度 也 有 所 差别 ， 既 使 不 少 作者 几 易 其 
稿 ， 力 图 把 基点 放 在 初等 数学 ， 但 是 要 介绍 现代 数学 的 思想 和 
内 容 ， 很 难 避免 引进 深 一 层 的 概念 和 方法 ， 所 以 ， 我 们 不 能 苛 
求 读者 在 最 初 几 遍 就 能 把 书 中 叙述 的 内 容 和 体现 的 思想 方法 全 
部 读 懂 ， 但 是 希望 具有 不 同 程度 数学 知识 和 修养 的 数学 爱好 者 
在 认真 读 过 这 些 书 之 后 都 能 有 所 收获 ， 开 阔 眼 界 ， 增 长 见识 ， 
从 而 更 加 认识 数学 ， 了 解数 学 ， 热 爱 数学 和 走向 数学 . 


冯 元 其 
识 于 一 九 九 () 年 九 月 
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